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Dragi prieteni,

“Cu cdt inveti mai multe, cu atdt se leaga maimulte lucruri, iar
aceasta exercita asupra voastra o puternicd fascinatie intelectuala.”
Graham Priest

Cunoastem ca C++ este un limbaj de programare cu scop general, creat de Bjarne Stroustrup ca
o extensie a limbajului de programare C sau ,,C cu clase”. Limbajul s-a extins semnificativ de-a
lungul timpului, iar C++ modern are functii orientate spre obiecte, generice si functionale, pe langa
facilitati pentru manipularea memoriei la nivel scazut. Acesta este aproape intotdeauna implementat
ca limbaj compilat, iar multi furnizori furnizeaza compilatoare C++, inclusiv Free Software
Foundation, LLVM, Microsoft, Intel, Oracle si IBM, deci este disponibil pe mai multe platforme.

Din ciclul gimnazial cunoastem ca informatica este un domeniu al stiintei care studiaza metodele
de pastrare, transmitere §i prelucrare a informatiei cu ajutorul calculatoarelor. le- Am examinat
notiunile de baza ale informaticii — date, informatie, calculator, executant, algoritm — si ne-am format
deprinderile practice de lucru la calculator. Am elaborat mai multe secvente de cod pentru comanda
executantilor si ne-am convins ca functionarea calculatoarelor moderne este guvernata de algoritmi.

Ghidul de fata are drept scop insusirea de catre elevi a cunostingelor necesare pentru dezvoltarea
gandirii algoritmice si formarea culturii informationale. Realizarea acestui obiectiv presupune
extinderea capacitdtilor fiecarei persoane de a elabora algoritmi pentru rezolvarea problemelor pe
care le intampind in viata cotidiand. Este cunoscut faptul ca algoritmii descriu foarte exact ordinea si
componenta operatiilor necesare pentru prelucrarea informatiei.

Cu ajutorul acestui ghid veti studia elaborarea de subprograme in limbajul C++ prin metodele
de elaborare a produselor program. De asemenea, vefi implementa in practica cele mai raspandite
tehnici de programare: recursivitatea, trierea, reluarea (backtracking), metoda desparte §i stapaneste
(divide et impera), tehnici de sortare, tehnica Greedy si programarea dinamicd. In acest ghid sunt
expuse metode de estimare a necesarului de memorie si a timpului cerut de algoritmi, recomandari ce
vizeaza utilizarea recursiei §i iterativitdafii.

O atentie deosebita se acorda metodelor de implementare a tehnicilor de programare,
interdependentei dintre performantele calculatorului si complexitatea problemelor ce pot fi rezolvate
cu ajutorul mijloacelor respective. Implementarea tehnicilor de programare este ilustrata cu ajutorul
mai multor probleme frecvent intdlnite in viata cotidiana si studiate in cadrul disciplinelor scolare.
Totodata, in respectivul ghid au fost incluse §i probleme de o reald importanta practica, rezolvarea
carora este posibila doar cu aplicarea calculatorului.

In ansamblu, materialul inclus in acest ghid de implementare practicd a metodelor si tehnicilor
de programare va contribui la dezvoltarea urmatoarelor competente: analiza structurald a problemei,
divizarea problemelor complexe in probleme mai simple §i reducerea lor la cele deja rezolvate;
estimarea complexitatii algoritmilor destinati solutionarii problemelor propuse; utilizarea metodelor
formale pentru elaborarea algoritmilor si scrierea programelor respective.

Evident, aceste competente sunt strict necesare nu numai viitorilor informaticieni, dar si fiecarui
om cult care, la sigur, va trai si va lucra intr-un mediu bazat pe cele mai moderne tehnologii
informationale. Recomand acest ghid tuturor cadrelor didactice debutante, precum si tuturor tinerilor
amatori de programare.

Autorul
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INTRODUCERE

1. Istoria algoritmilor si a algoritmiei

Cuvantul algoritm provine de la numele matematicianului musulman persan din secolul al IX-lea
Abu Abdullah Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi. Cuvantul algoritm s-a referit initial doar la regulile
de executare a aritmeticii folosind cifre hinduse-arabe, dar a evoluat prin traducerea latind europeand a
numelui lui Al-Khwarizmi in algoritm pdnd in secolul XVIII. Utilizarea cuvantului a evoluat pentru a
include toate procedurile definite pentru rezolvarea problemelor sau indeplinirea sarcinilor.

Opera vechilor geometri greci, matematicianul persan Al-Khwarizmi - adesea considerat drept
., pdrintele algebrei”, matematicienii chinezi si vest-europeni culminati in notiunea Leibniz de ,,calculus
ratiocinator”, o algebrd a logicii. Euclid a creat un algoritm caruia i s-a dat numele. Algoritmul lui
Arhimede ofera o aproximare a numdrului Pi. Eratosthenes a definit un algoritm pentru preluarea
numerelor prime. Averroés (1126-1198) a folosit metode algoritmice pentru calcule. Adelard de Bath (a
12-a) introduce termenul algorismus, de la Al-Khwarizmi [1].

2. Importanta algoritmilor In programarea computerizatdi

Fie ca avem de gand sa construim o casa mare, dar in acelasi timp, nu suntem sigur dacd resursele
pe care le avem sunt suficiente. Ce vom face? Vom defini un plan de lucru care ne va asigura cd vom
cheltui putinele resurse disponibile la dispozitia noastra pentru a termina cladirea. Fie alt caz
asemdndtor, intentionam sd parcurgem cdtiva kilometri distantd, dar este foarte putin timp disponibil.
Este destul de evident ca vom obtine cea mai scurtd sau cea mai rapidd rutd care ne va duce la
destinatie.

Cand vine vorba de programarea computerului, algoritmii functioneazd intr-o manierd similard. In
limbajul profanului, un algoritm poate fi definit ca 0 procedurd pas cu pas pentru indeplinirea unei
sarcini. In lumea programarii, un algoritm este o procedurd de calcul bine structuratd, care ia unele
valori ca intrare (input) si unele valori ca iesire (output). Algoritmii ne ofera cea mai ideala optiune de a
indeplini o sarcind. lata unele argumente ce exprimd o importantda a algoritmilor in programarea
computerului: Pentru a imbunatati eficienta unui program de calculator; Utilizarea corecta a resurselor
calculatorului; Scrierea corecta a unor algoritmi eficienti in timp, etc.

Pentru a va oferi o imagine mai bund, iata cei mai frecventi algoritmi: algoritmi de cautare,
algoritmi de sortare, algoritmi de compresie, arbori si algoritmi pe baza de grafica, algoritmul de
potrivire a modelului si multi alti algoritmi pe care-i utilizam la rezolvarea problemelor din activitatea
cotidiand. Diferiti algoritmi joaca roluri diferite in programare. Trebuie doar sa va definiti problema,
apoi selectati algoritmul potrivit pentru a fi utilizat [2].

3. Notiunea de metoda si tehnicd in hermeneutica proprie

Tehnica reprezinta o strategie sau tactica elaboratd/inventatd de om, in timp ce o metoda este
abordarea sau calea. Pentru a infelege mai bine afirmatia de mai sus, sa ne imaginam interpretarea:
educatia este o metoda de dezvoltare a indivizilor in mod intelectual, in timp ce abordarea specificd a
cadrelor didactice din procesul educational este o tehnicd pe care au dobdndit-0 sau a dezvoltat-o.

O abordare este un set de presupuneri corelative care se referd la natura predarii si invagarii
algoritmilor. Intdi descriem natura materiei care urmeazd sa fie predati. O metodd este un plan
general pentru prezentarea ordonata a materialelor lingvistice, nici o parte din care se contrazice §i
toate se bazeazi pe abordarea selectatd. O abordare este axiomaticd, o metodd este procedurald. In
cadrul unei abordari, pot exista multe metode.

O tehnica este de implementare, cea care are loc de fapt intr-o clasa. Pentru a atinge un obiectiv
imediat, este un truc, un strateg sau o confidenta deosebita. Tehnicile trebuie sa fie in concordantd cu o
metodd, prin urmare, in armonie cu o abordare. Cu alte cuvinte, abordarea este nivelul la care sunt
specificate ipotezele, presupunerile si convingerile despre invatarea algoritmilor; metoda este nivelul la
care teoria este pusa in practica si la care se propun alegeri cu privire la abilitatile particulare care
trebuie predate, continutul care trebuie predat si ordinea in care va fi prezentat continutul; tehnica este
nivelul la care sunt descrise procedurile de clasa.



4. Metode didactice pentru o invatare activi

Activizarea metodei de predare-invdtare presupune folosirea unor metode, tehnici §i procedee care
sa-1 implice pe elev in procesul de invatare, urmarindu-se dezvoltarea gandirii, stimularea creativitatii,
dezvoltarea interesului pentru invagare,in sensul formarii lui ca participant activ la procesul de educare.
Astfel elevul este ajutat sa inteleaga lumea in care trdaieste si sa aplice in diferite situatii de viata ceea ce
a invatat.

Optiunea pentru o metoda sau alta este in strinsa relatie §i cu personalitatea profesorului si gradul
de pregatire, predispozitie(readiness) si stilurile de invatare ale grupului cu care se lucreaza. Din
aceasta perspectivd, metodele pentru o invdtare activa se pot clasifica in:

Metode care favorizeaza intelegerea conceptelor si ideilor, valorifica experienta proprie a
elevilor, dezvolta competente de comunicare si relationare, de deliberare pe plan mental si
vizeazd formarea unei atitudini active: discutia, dezbaterea, jocul de rol, etc.

Metode care stimuleaza gandirea si creativitatea, 1i determind pe elevi sa caute §i sa dezvolte
solutii pentru diferite probleme, sa faca reflectii critice si judecati de valoare, sa compare §i sa
analizeze situatii date: studiul de caz, rezolvarea de probleme, jocul didactic, exercitiul, etc.
Metode prin care elevii sunt invatati sa lucreze productiv cu altii §i sa-si dezvolte abilitati de
colaborare si ajutor reciproc: mozaicul, cafeneaua, proiectul Tn grupuri mici, etc.

Metodele constituie elementul esential al strategiei didactice, ele reprezentind latura
executorie, de punere in actiune a intregului ansamblu ce caracterizeazd un curriculum dat. In
acest context, metoda poate fi consideratd ca instrumentul de realizare cat mai deplind a
obiectivelor prestabilite ale activitatii instructive. De aici §i o mare grija pentru adoptarea unor
metode variate, eficiente si adecvate nu numai specificului disciplinelor, profilului institutiei, ci
scopului general al invatamdntului si cerintelor de educatie ale societdtii moderne [3].

5. Procesul educational centrat pe elev

Rolul profesorului in invatarea centrata pe elev se schimba radical fata de abordarea
traditionald. In perspectiva traditionald, profesorul transmite cunostinte elevilor pasivi, accentul
fiind pus pe predarea frontald §i ajungerea la rdspunsul corect. In contradictie cu abordarea
traditionala, in invdtarea centrata pe grupe de elevi, profesorul are rol de supraveghetor, sub
directa lui indrumare elevul asumandu-si responsabilitatea propriei invagari, dezvoltdindu-si in
timpul procesului instructiv-educativ competente de educatie permanentd, metacognitive §i
autoevaluative.

In aceasti abordare modernd, profesorul are mai multe roluri, el fiind pentru elevii sdi si
mentor, sfatuitor, supraveghetor, dar si model, colaborator, indrumandu-si elevii in vederea
atingerii rezultatului scontat, dorit de toti cei implicati in acest proces educativ. Acum accentul se
pune pe sprijinirea invatarii, folosind metode §i mijloace de predare — invagare placute, acceptate
de catre elevi, metode §i mijloace pe care inerent §i ei invatd sa le foloseasca, folosirea acestora
ducénd la rezultatul dorit.

Daca in predarea — invdfarea traditionald profesorul foloseste prelegerea ca metoda
principald, sigur, impletindu-se si cu alte metode traditionale, §i organizarea clasei de elevi
fromtala, elevii primind din discursul didactic toate cunostintele fara a fi implicati in vreun fel in
aflarea lor, in invatarea centratd pe elev prelegerea este inlocuitd de invatarea activa, nu total, iar
forma de organizare a clasei de elevi se schimbad, alternand forma individuald cu cea pe grupe,
forma frontala fiind forma de organizare a clasei cel mai putin folosita.

Metodele invatarii active se imbind cu prelegerea pe tot parcursul procesului instructiv —
educativ, pretandu-se cerintelor fiecdrui elev in parte. In invitarea centratd pe elev elevii invati
fiecare in ritmul sau. Din aceastd cauza noi, profesorii avem un rol foarte important in cest proces.
Invitarea centratd pe elev are drept scop atingerea §i asimilarea de cdtre elevi a competentelor
planificate de noi in documentele didactice anuale si semestriale, dar nu oricum, ci in ritmul lor
propriu, dar intr-o perioada de timp rezonabild.

Munca profesorului nu mai este aceea de a preda, de a da elevilor cunostingele printr-un
discurs didactic, ci este de a indruma elevii cum sa invete, alegdnd metodele si mijloacele didactice
care sunt cele mai bune pentru progresul scolar al elevilor scontat [4].



ANALIZA ALGORITMILOR

1.1 Notiuni generale despre teoria complexitatii.

Teoria complexitatii este o ramura ainformaticii care se ocupa cu studierea complexitatii
algoritmilor. Complexitatea reprezintd puterea de calcul necesard implementdarii unui algoritm. Ea
are douda componente principale, si anume complexitatea in timp si cea in spatiu. Complexitatea in
spatiu se referd la volumul de memorie necesar calculelor, iar cea in timp se refera la timpul necesar
efectuarii calculelor, ambele fiind exprimate ca functii de n, unde n este marimea datelor de intrare.

In general, complexitatea este exprimatd folosind notatia big O (O), notatie ce retine doar
termenul care creste cel mai repede odatd cu cresterea lui n, deoarece acest termen are impactul cel
mai mare asupra timpului de executie (sau al spatiului ocupat) al implementarilor algoritmului,
ceilalti termeni devenind neglijabili pentru valori mari ale lui n. De exemplu, dacd un algoritm se

executd in 2" +n° +8 unitdti de timp, atunci complexitatea lui in timp este O(Zn ). Ordinul de

marime O(Q) se defineste in felul urmdtor:
0O(g)= { f:N—->R |(3ceR)@n,eN)(Vn>n,) (f(n)< cg(n)}, unde g este 0 functie definitd
pe N cu valori inR. Se noteaza T(n)=0(g(n)), prin care se intelege ca functia f apartine

multimii O(g(n)). Se spune ca feste de ordinul O al lui g, aceasta insemndnd ca fnu creste mai
repede, din punct de vedere asimptotic, decdt 9, eventual multiplicatd printr-o constantd [ 5].

Ce trebuie sa analiziam?

Corectitudine

o Pentru date de intrare valide, algoritmul trebuie sa produca rezultate cu proprietidtile dorite
sau stabilite.

Complexitate

o Un algoritm performant consumd cdat mai putine resurse, resursele cele mai importante:
timpul si spatiul de memorie. Cantitatea de resurse folosite depinde de dimensiunea datelor de
intrare (un algoritm care da cu aspiratorul in tot apartamentul Cu n camere va produce
un rezultat in mai mult timp pentru apartamentul reginei cu n=40, decat pentru
garsoniera bunicii cu n=3).

Cum mdsuram?
Daca algoritmul tau ruleaza mai repede ca algoritmul colegului, ai vrea sa conchizi ca al tau este
mai eficient, asta nu e neaparat adevarat, daca lupta se desfasoara de fapt intre procesorul tau de
3GHz si al lui de 500MHz. De aceea, masurarii experimentale ii preferam o estimare matematicd
a numarului de pasi pe care ii face algoritmul de la intrare pdna la iesire.

Cazuri esengiale pentru complexitatea temporala:
cazul cel mai favorabil (numdrul minim de pasi pe care il executd algoritmul, pe o anumitd

intrare, pdna ce rezultatul este produs);
cazul cel mai nefavorabil (numarul maxim de pasi pe care il executa algoritmul, pe o anumita
intrare, pdna ce rezultatul este produs);

cazul mediu (numarul mediu de pasi pe care il executa algoritmul, pe o anumita intrare, pand ce
rezultatul este produs).

Simplificari
Daca algoritmul tau incepe prin a-ti ura o zi bund, aceasta operatie nu influenteaza decisiv
eficienta sa. De aceea in analizd poti sa tii cont numai de operatiile critice din cadrul algoritmului
(acele operatii care prin natura lor consuma foarte multe resurse, sau pur si simplu se repeta de
foarte multe ori incdt ajung sa afecteze performanta.
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De exemplu, cind sortezi un vector, compararea a 2 elemente se repetd de foarte multe ori §i este
o operatie de care trebuie sa tii cont in analiza).

Complexitatea temporald pe cazul mediu este mult mai greu de calculat, de aceea se calculeaza in
general pe cazul cel mai defavorabil (in practicd, adesea cazul cel mai defavorabil se apropie de
cazul mediu), chiar si cu toate aceste simplificari, un calcul exact al numarului de pasi este dificil
de realizat si mai degraba inutil.

Este suficientd o estimare care incadreaza algoritmul intr-o anumita clasa de complexitate (un
set de probleme inrudite din punct de vedere al complexitatii; impartirea in clase de complexitate
are in spate o matematica bine pusa la punct, bazata pe notatiile asimptotice de complexitate).

Spatiului de memorie utilizat de programul care implementeaza algoritmul intr-un limbaj
de programare este format dintr-o parte constantd, independentd de datele de intrare, in care se
afla memorat codul executabil, variabile §i structuri de date de dimensiune constantd alocate static
si o parte variabila ca lungime care depinde de volumul de date de prelucrat, spatiul necesar
pentru structurile de date alocate dinamic, stive pentru apelul subprogramelor si a caror lungime
depinde in mod cert de algoritmul de rezolvare [ 6].

Un exemplu care scoate in evidenta diferenta de eficienta legata de consumul de spatiu de
memorvie, il constituie doi algoritmi, care calculeazd suma primelor n numere naturale. Primul
algoritm constad in a construi o _functie care sa calculeze succesiv sumele:
0,0+1,0+1+2,0+1+2+3,0+1+2+3+4, ..., 1+2+3+...+n.

Nota:

v’ Atentie! Urmatoarea problema include o componenta a bibliotecii graphics.h.

v’ Pentru instalarea modulului graphic veti gasi pasii recomandati la pagina 54. Daca nu
doriti sa instalati la moment modulul grafic in mediul dvs. de programare, va trebui sa
excludeti urmatoarele linii: #include <graphics.h> si system("color FO");

v’ Aceste note informative sunt valabile pentru fiecare secventa de cod din acest ghid.

Problema:
Se citeste de la tastatura un numar natural n. Sa se determine si sa se afiseze suma primelor n numere
naturale nenule.

Metoda |

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main () {

Metoda 11

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main () {

system("color FO");

system("color FO") ;

int n, s=0, i; int n, s;
cout<<"Introduceti n, n= \t"; cout<<"Introduceti n, n= \t";
cin>>n; cin>>n;

for (i=1l; i<=n; i++){
s=s+i;

s=(n*(n+l))/2;
cout<<"Suma primelor "<<n;

cout<<"Suma primelor "<<i; cout<<" elemente este: \t"<<s;
cout<<" elemente este: \t"<<s; cout<<endl;
cout<<endl; return 0;
} }
return 0;
}
Rezultate: Rezultate:
Introduceti n, n= 5 Introduceti n, n= 5
Suma primelor 1 elemente este: 1 Suma primelor 5 elemente este: 15
Suma primelor 2 elemente este: 3
Suma primelor 3 elemente este: 6
Suma primelor 4 elemente este: 10
Suma primelor 5 elemente este: 15




Pentru a analiza teoretic algoritmul din punct de vedere a duratei de executie a programului
care-l implementeazd, vom presupune cd o operatie elementard se executd intr-0 unitate de timp.

Daca timpul de executie a doud operatii elementare diferd, acesta este bine stabilit (si
constant) pentru fiecare operatie elementara si este independent de datele cu care opereazda. Nu
vom restrange generalitatea daca presupunem ca timpul de executie este acelasi pentru toate
operatiile elementare. Observam ca timpul de executie al programului este direct proportional cu
numarul de operatii simple efectuate de algoritm, numadr care ofera un criteriu de comparatie, intre
algoritmi §i programele care-i implementeazd, fard a mai fi necesard implementarea efectiva §i
execufia.

Teoretic, aprecierea timpului de executie se poate face pentru orice volum de date de
intrare, lucru care practic nu este realizabil, daca am incerca sa masuram efectiv timpul pe perioada
executiei programelor, iar aceasta s-ar face pentru seturi particulare de date de intrare. Analiza
complexitatii algoritmului ca timp de executie presupune determinarea numdrului de operatii
elementare efectuate de algoritm, nu §i a timpului total de executie a acestora, tindnd cont doar de
ordinul de marime a numarului de operatii elementare [ 7).

Evaluarea ordinului unui algoritm echivaleazda cu determinarea unei margini superioare a
timpului de executie a algoritmului. Prin urmare:

un algoritm cu t(f(n)) O(1) necesita un timp de executie constant;
un algoritm cu t(f(n)) O(log n) se numeste logaritmic,

un algoritm cu t(f(n)) O(n) se numeste liniar;

un algoritm cu t(f(n)) O(n®) se numeste patratic;

un algoritm cu t(f(n)) O(n®), se numeste cubic;

un algoritm cu t(f(n)) O(n%) se numeste polinomial;

un algoritm cu t(f(n)) O(2") se numeste exponential.

Observatii:
% Aceastd notatie, numitd asimptoticd, determind o clasificare a algoritmilor impusa de valoarea
ordinului de complexitate: O(1); O(log n); O(n); O(n log n); O(n?); O(n“); O(2"); unde k > 2.
Putem astfel clasifica algoritmii din punctul de vedere al performantei.

% Dacd avem t(f{(n)) O(2") si un calculator care face 1 bilion (10°) de operatii pe secundd,
atunci:
o pentru n = 40, ii sunt necesare aproximativ 18 minute,
o pentru n = 50, ii sunt necesare aproximativ 13 zile;
e pentrun = 60, ii sunt necesari aproape peste 310 ani;
o pentru n = 100, ii sunt necesari aproape 4*10* ani.

Nota:

v Chiar daca timpul de executie al unui algoritm este direct proportional cu numarul de operatii
elementare, totugi, acest numadr poate varia considerabil in functie de caracteristicile relevante
ale datelor de intrare (cum ar fi ordinul de marime al setului de date, cunoscut §i sub
denumirea de volumul datelor de intrare).

v Respectiva complexitate este analizata prin prisma masinilor de calcul de tip Timeshering, care
poseda doar pseudo-paralelism. Cu alte cuvinte, aceste masini de calcul doar comuteazi
procesele de la un registru la altul. Deci, efectueazd comutarea intre procese, iar frecventa
procesorului indica numarul de comutari posibile intr-o secundd. De exemplu, un procesor cu
frecventa 2GHz are maxim 2 miliarde de procese fara activarea regimului Turbo.
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1.2

Notatii asimptotice. Estimarea necesarului de memorie.

Ce inseamna si de ce depinde complexitatea ?

Nota:

4

un algoritm performant consuma cdt mai putine resurse;

resursele cele mai importante: timpul si spatiul (memoria), vom vorbi despre complexitate

temporala si spatiald;

cantitatea de resurse folosita depinde de:

o datele de intrare (ex: in general consumi mai putin sd sortezi un vector gata sortat decat
unul “bine amestecat”)

e dimensiunea datelor de intrare (ex: consumi mai mult sortdand un vector de 1000 de

elemente fata de unul de 3 elemente), complexitatea va fi in functie de dimensiunea datelor
de intrare (notata tipic T(n)).

masurarea experimentaléd a timpului consumat de algoritm introduce dependenta de

hardware/software (conteaza masina pe care rulezi, limbajul in care ai programat — lucruri

care nu tin de calitatea intrinseca a algoritmului), vom prefera o estimare matematica a

numdrului de pasi parcursi de algoritm;

numdrul exact de pasi este dificil de calculat, se impun o serie de simplificari;

in calculul de complexitate tinem cont numai de operatiile critice din algoritm, acele operatii

care prin natura lor sunt foarte consumatoare, sau prin faptul cd sunt efectuate de un numar

semnificativ de ori (ex: intr-un algoritm de sortare o operatie critica este comparatia de

elemente, intrucdt se produce de foarte multe ori);

in continuare este dificil de calculat un numar de pasi, ceea ce va interesa este:

e De ce ordin este functia de complexitate? (In ce clasi de complexitate?);

o  Cum creste functia de complexitate?

o Cdt de repede? Creste liniar? Creste logaritmic? Creste exponential? etc;

o Astfel, deducem cum se va comporta algoritmul pe dimensiuni mari ale datelor de intrare,
acolo unde diferentele se simt cel mai acut;

aceasta idee (spectaculoasd) sta la baza analizei asimptotice de complexitate, bazata pe

notatiile asimptotice de complexitate.

In “viata reald” problemele au anumite particularitti care ne pot conduce sd alegem/
modificam un algoritm mai pugin performant din punct de vedere matematic, insa mai
performant pentru necesitdatile problemei in cauza (ex: dacd un algoritm incepe sa fie marapid
de la n=1000000 incolo, iar problema noastra reala nu ajunge niciodati la un n atat de mare,
alegem un algoritm care (doar) in teorie e mai putin performant);

orice analiza teoreticad trebuie dublatd de un bun simy practic.

Tipuri de analiza de complexitate

cazul cel mai defavorabil (Ce complexitate rezultd pentru cel mai neprietenos input? Analiza
cea mai frecventd, e usor de realizat si oferd utilizatorului o garantie: algoritmul nu se va
purta niciodata mai rqu decdt atat.)

cazul mediu (La ce complexitate ne putem astepta in cazul inputurilor aleatoare? O analizda
utila, insa dificil de realizat, necesita cunoastere a unei distributii statistice a posibilelor
inputuri, pentru a pondera pe fiecare cu probabilitatea sa de aparitie si a calcula apoi o astfel
de medie ponderata a complexitarilor.)

cazul cel mai favorabil (Ce complexitate rezulta pentru cel mai prietenos input? Analiza cea
mai putin frecventd, utila cel mult pentru probleme care tind sa aiba inputuri favorabile; in
plus, este usor de trisat, prin plasarea unui test pentru un input anume la inceputul
algoritmului, caz in care se da direct rezultatul, cu minim de efort) [8].
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Functiile care calculeaza complexitatea unui anumit algoritm sunt functii asimptotic

crescatoare de tip N = R, (f(n) calculeaza numdrul de pasi efectuati de algoritm pentru
intrarea de dimensiune n).

1. o(g(n)={f:N—>R,|vceR,,c>0,3n(c)eN,unde0 < f(n)<cg(n), pentruVvn >n(c)}
2. o(g(n)={f:N—>R |VceR,,c>0,3n(c) e N,unde0<cg(n) < f(n), pentru vn > n(c)}

Semnificatia lui o este ca g(n) creste strict mai repede decdt f(n).
In alta exprimare, T (n) eo(g(n)) < f(n) eO(g(n)) Anot(f(n) e ®(g(n))).
Similar, f(n)ew(g(n)) < f(n)eQ(g(n)) Anot(f(n)e®(g(n))).

1. O(g(n)={f:N—>R [IceR,,c>0,neN,unde0< f(n)<cg(n), pentruvn>n,}
2. Q(g(n)={f:N—->R, |3IceR,,c>0neN,unde0<cg(n)< f(n), pentruvn=>n,}
3. O(g(n)={f:N—>R,|3c,c,eR,,c,>0,c,>0,neN,unde0<c,g(n)< f(n) <c,g(n)}

pentruvn=n,.

. f(n) € O(g(n)) inseamna ca pentru valori mari ale dimensiunii intrarii, cg(n) este o limita
superioara pentru f(n); algoritmul se va purta mereu mai bine decdt aceasta limita.

. f(n) e Q(g(n)) inseamna ca pentru valori mari ale dimensiunii intrarii, cg(n) este o limita
inferioara pentru f(n); algoritmul se va purta mereu mai prost decdt aceasta limita.

. f(n) € ©(g(n)) inseamna ca pentru valori mari ale dimensiunii intrarii, c;g(n) este o limita
inferioara pentru f(n), iar c,g(n) o limita superioara.

~

(621

(o)}

Proprietati esentiale ale notatiilor de complexitate

1. Tranzitivitatea | f(n) e O(h(n)) Ah(n) eO(g(n)) = f(n) eO(g(n));
f(n) e Q(h(n)) Ah(n) € A(g(n)) = f(n) e (g(n));

f(n) e ©(h(n)) Ah(n) e ©(g(n)) = f (n) € B(g(n)).
2. Reflexivitatea f(n) e O(f(n));

f(n) e Q(f(n));
f(n) e ©(f(n)).
3. Simetria f(n) e ®(g(n)) < g(n) e B(f(n)).
4. Antisimetria f(n) €O(g(n)) < g(n) e Q(f(n)).
5. Altele f(n) e ®(g(n)) < f(n) eO(g(n)) A f(n) e(g(n)).

Observatii:

¢ Determinarea necesarului de memorie si a timpului de executie prezintd un interes deosebit la
etapa de elaborare a algoritmilor si programelor respective.

«  Evident, anume pe parcursul acestei etape pot fi eliminati din start acei algoritmi, care
necesitd memorii prea mari sau un timp de executie inacceptabil.

% Mentionam ca aparitia unor calculatoare cu memorii din ce in ce mai performante fac ca

atentia informaticienilor sa fie indreptatd in special asupra necesarului de timp sau, cu alte

cuvinte, asupra complexitatii temporale a algoritmilor [9].
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Grafic cu functiile utilizate frecvent in
analiza algoritmilor, care traseaza numarul de
operatiuni N in functie de dimensiunea intrarii n

Analiza eficientei algoritmilor inseamnad:
estimarea volumului de resurse de calcul
necesare executiei algoritmilor.

pentru fiecare functie.

Analiza  eficientei este utila pentru a - -
compara algoritmii intre ei si pentru a obtine 100 h,
informatii privind resursele de calcul necesare 90| il ll /
pentru executia algoritmilor. ll i

80 [ i

I
Vom folosi urmatoarele notatii: 70 | i ,' /
N — un numar natural ce caracterizeaza : ll
I
I

marimea datelor de intrare ale unui NBO i
algoritm. 50 | 2
V(n) — volumul de memorie internd - ,’ Pl
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Exemplu:
Fie ca pentru rezolvarea unei probleme exista doi algoritmi pe care-i notam cu A1l si A2.

Algoritmul Necesarul de memorie Timpul de executie
Al V, (0)=100-n*+4 T,(n)=n*+10"
A2 V, (n)=100-n+12 T, (n)=2" 10°°

Resurse de calcul:
Spatiu de memorie = spatiul necesar stocarii datelor prelucrate de catre algoritm;

Timp de executie = timp necesar executiei prelucrarilor din cadrul algoritmului.

Exista doua tipuri de eficienta:
Eficienta in raport cu spatiul de memorie = se refera la spatiul de memorie necesar

algoritmului;
Eficienta in raport cu timpul de executie = se refera la timpul necesar executiei prelucrarilor

din algoritm.

Ambele tipuri de analiza a eficientei algoritmilor se bazeaza pe urmdtoarea ipoteza:
Volumul resurselor de calcul necesar ce depinde de volumul datelor de intrare

dimensiunea problemei.
Dimensiunea problemei (DP) = volumul de memorie necesar pentru a stoca toate datele de intrare

ale problemei.

Dimensiunea problemei este exprimata in una dintre urmatoarele variante:
numarul de componente (valori reale, valori intregi, caractere, etc.) ale datelor de intrare;

numarul de biti necesari stocarii datelor de intrare.

Exemple:
1. Determinarea minimului unui tablou x[1..n]. Raspuns: DP= n.

2. Calculul sumei a doua matrici cu m linii §i n coloane. Raspuns: DP= (m,n) sau m*n.
3. Verificarea primalitatii unui numar n. Réaspuns: DP= n. sau DP= log,n.
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Exemplu de analiza de complexitatii:

Fie avem la dispozitie metoda de sortare InsertionSort (metoda respectiva o vom studia

in compartimentul metodelor de sortare)

Algoritmul:

o  FElementul curent se insereaza in bucata de vector aflatda in stanga lui, care este
mereu sortatd;

e Se porneste cu al 2-lea (urmatorul) element.

Subprogramul in limbajul C++:

void insertionSort(int vect[], int n){
int i, element, j;
for (j = 2; j < n; j++) {
element = vect[]j]:;
i=3-1;
while (i >= 0 && vect[i] > key) {
vect[i + 1] = vect[i];
i=1i-1;
}

vect[i + 1] = element;

Cazul cel mai favorabil:

e vectorul deja sortat, nu se intra in while;

e T(n) =5n-4, deci obtinem T(n) €6(n).

Cazul cel mai defavorabil:

e vectorul sortat invers, fiecare while merge pdana la i=0;
e T(N)eOMN).

Observatii:
%+ Caregula generala cdnd stabilim clasa de complexitate, in functia de complexitate:
e ignoram termenii cu crestere mai inceatd;
e ignoram constanta din faza termenului dominant.

Exercitii propuse:
1) Sa se redefineasca notariile asimptotice de complexitate folosind limite de functii.
2) Demonstrati proprietdtile notatiilor de complexitate.
3) Verificati daca notatia ©(n2 ) = O(n2 +n) este o reflexiva.
4) Determinati valoare de adevar a urmatoarelor afirmatii:
f(n) +g(n) € O(max(f(n),g(n)));
2°eO(2n);
f(n) €0(f * (n));
f(n)+0O(f(n)) € ©(f(n)) [10].
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1.3 Masurarea timpului de executie

De multe ori, pentru rezolvarea unei probleme, trebuie ales un algoritm dintre mai mulfi posibili,
doud criterii principale de alegere fiind contradictorii:
algoritmul sa fie simplu de inteles, de codificat si de depanat;
algoritmul sd foloseasca eficient resursele calculatorului, sa aiba un timp de executie redus.

Daca programul care se scrie trebuie rulat de un numar mic de ori, prima cerintd este mai
importantd. In aceasta situatie, timpul de punere la punct a programului e mai important decdt timpul
lui de rulare. Deci trebuie aleasa varianta cea mai simpla a programului.

Daca programul urmeaza a fi rulat de un numar mare de ori, aviand si un numar mare de date de
prelucrat, trebuie ales algoritmul care duce la o executie mai rapida. Chiar in aceasta situatie ar
trebui implementat mai inainte algoritmul mai simplu si calculata reducerea de timp de executie pe
care ar aduce-o implementarea algoritmului complex.

Timpul de rulare al unui program depinde de urmatorii factori:
datele de intrare;
calitatea codului generat de compilator;
natura si viteza de executie a instructiunilor programului;
complexitatea algoritmului care std la baza programului.

Deci timpul de rulare este o functie de intrare a sa, de cele mai multe ori, nu depinde de valorile
de intrare, ci de numarul de date. Se noteaza cu T(n) timpul de rulare al unui program, ale carui date
de intrare au dimensiunea n. De exemplu T(n) poate fi cn’, unde ¢ este o constantd. Dacd timpul
de rulare depinde de valorile datelor de intrare, in calculul lui T(n) se va lua in considerare
situaria cea mai defavorabilg, cea care duce la timpul cel mai mare.

Cum timpul de rulare depinde nu numai de intrare (n) si de algoritm, ci si de performantele
Calculatorului pe care se executda programul, T(n) se apreciaza ca fiind proportional cu o anumitd
functie de n si nu se exprima in unitdyi reale de timp, deci T(n)=cf(n).

Timpul T(n) de rulare al unui program, poate fi apreciat printr-o functie O(f(n)), daca
exista constantele pozitive ¢ si n0, astfel incat T(n) <cf(n), oricare ar fi N2N;. Functia
O(f(n)) reprezinta aproximarea limitei superioare a lui T(n) si se spune ca T(n) este O(f(n)), iar
f(n) se numeste limita superioard a ratei de crestere a lui T(n) [11].

Ex.l. T(n)=3n’+2n’este O(n*)pentru ca 3n°+2n?<5n’, pentru orice n>0. Pentru
specificarea limitei inferioare a ratei de crestere a lui T(n), se foloseste functia O(g(n)) si se
spune T(n) este O(g(n)), insemndnd ca exista 0 constanta pozitiva c, astfel incat T (n)>cg(n),
pentru o infinitate de valori ale lui n.

Ex.2. T(n)=n’+2n’este O(n%) pentru ca pentru c=1, T(n)=n>+2n*>n’, pentru o infinitate
de valori ale lui n, cele n>0. In comparatia intre timpii de rulare ai diferitelor programe (sau a
diferitelor variante ale aceluiasi program), constantele de proportionalitate nu pot fi intotdeauna
neglijate. Spre exemplu, s-ar putea spune cd un program avand O(n®) este mai rapid decdt unul cu
O(n®), dar in cazul cand constantele ar fi 100, respectiv 5, al doilea program este mai rapid
pentru n<20.

Inainte de prezentarea cdtorva reguli pentru determinarea timpului de executie al unui program, se
dau cele referitoare la suma si produsul functiei O:

1. Daca Tl(n) si T2(n) sunt timpii de executie a doud secvente de program Pl si P2, T1(n) fiind
O(f(n)), iar T2(n) fiind O(g(n)), atunci timpul de executie T1(n)+T2(n), al secventei Pl urmata
de P2, va fi O(max(f(n),g(n))).

2. Daca Tl(n) este O(f(n)) si T2(n) este O(g(n)),atunci T1(n)*T2(n) este O(f(n)*g(n)).
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Exista urmatoarele cazuri cand rata de crestere a timpului de execurie, nu e cel mai bun criteriu de
apreciere a performangelor unui algoritm:
daca un program se ruleaza de putine ori, se alege algoritmul cel mai ugor de implementat;
daca intretinerea trebuie facuta de o alta persoand decdt cea care l-a scris, un algoritm
simplu, chiar mai putin eficient, e de preferat unuia performant, dar foarte complex si greu de
inteles;
exista algoritmi foarte eficienti, dar care necesita un spatiu de memorie foarte mare, astfel
incat folosirea memoriei externe, le diminuiaza foarte mult performangele.

Cateva reguli generale pentru evaluarea timpului de executie, functia de marimea n a datelor
de intrare, sunt:
timpul de executie a unei instructiuni de asignare, citire sau scriere este O(1);
timpul de rulare a unei secvense de instructiuni e determinat de regula de insumare, fiind
proportional cu cel mai lung timp din cei ai instructiunilor secventeri,
timpul de executie a unei instructiuni if-else este suma dintre timpul de evaluare a conditiei
(O(12)) si cel mai mare dintre timpii de execuyie ai instructiunilor pentru conditia adevarata
sau falsa;
timpul de executie a unei instrucgiuni de ciclare este suma, pentru toate iterayiile, dintre timpul
de executie a corpului instructiunii si cel de evaluare a condifiei de terminare (O(1)); pentru
evaluarea timpului de execugie a unui subprogram recursiv, se asociaza fiecarui subprogram
recursiv un timp necunoscut T(n), unde n mdsoara argumentele subprogramului recursiv, se
poate obtine 0 relagie recurenta pentru T(n), adicd o ecuatie pentru T(n), in termeni T(K),
pentru diferite valori ale lui k;
timpul de executie poate fi analizat chiar pentru programele scrise in pseudocod, pentru
secventele care cuprind operarii asupra unor TDA (tipuri de date abstracte), se pot alege
cdteva implementari si astfel se poate face comparatie intre performantele implementarilor, in
contextul aplicasiei respective [12].

Ex.3. Avdnd trei secvente de program cu timpii O(n*), O(n®) si O(n*log n), conform regulii anterior
prezentate, timpul total de execufie a celor trei secvente va fi: O(max(max(n®, n?), n*log n))=
O(max(n"3,n*log n))=0(n"3).

Ex.4. Modalitatea de evaluare a timpului de executie al unui subprogram recursiv, este ilustrata
prin cea a functiei de calcul al factorialului:

int factorial (int n) {

if(n <= 1) //(1)
return 1; //(2)
else return (n * factorial(n - 1)); //(3)

Dimensiunea intrarii este n, valoarea numarului al carui factorial se calculeaza se noteaza cu
T(n), timpul de rulare al funcriei factorial(n). Timpu/ de rulare pentru liniile (1) si (2) este O(1), iar
pentru linia (3) este O(1)+T(n-1), deci cu constantele ¢ si d neprecizate:

T(n)=c+T(n-1), pentru n>1 sau T(n)=d , pentru n<=1.

Pentru n>2, expanddnd pe T(n-1), se obtine T(n)=2c+T(n-2), pentru n>2.
Pentru n>3, expanddnd pe T(n-2), se obtine T(n)=3n+T(n-3), pentru n>3.

Deci, in general T(n)=ic+T(n-i), pentru n>i.

In final, cénd i=n-1, se obtine T(n)=(n-1)c+T(1)=(n-1)c+d. Deci T(n) este O(n).

Citeva recomandari:
Pe parcursul lucrarilor de laborator, se vor urmari performansele TDA-urilor si ale
implementarilor lor in aplicarii diverse, atdt printr-o evaluare a lor in termenii functiei O, cat
si prin mdsurarea efectiva a timpilor de execuyie.
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1.4 Estimarea timpului cerut de program

1. Testarea duratei de executie a unui program

Se citeste de la tastaturd un numar natural n. Sa se determine si sd se afiseze suma primelor n numere
naturale nenule impreund cu numarul de microsecunde necesare executiei programului.

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
#include <sys/time.h>
using namespace std;
long long start;
inline long long getTime () {
struct timeval tv;
gettimeofday (&tv, NULL) ;
return tv.tv_sec * 1000000LL + tv.tv_usec;
}
int main() {
system("color FO0") ;long long i, suma;
long long durata;
start = getTime(); suma = 0;
for(i = 0; i<1000000000; i++ ){
suma = suma + i;
}
cout<<"\nSuma numerelor pana la 1000000000 este: \t'"<<suma;
durata = getTime () - start;
cout<<"\nTimpul de executie in microsecunde: \t"<<durata;

return 0;
}
Rezultate:
Suma numerelor pana la 1000000000 este: 499999999500000000
Timpul de executie in microsecunde: 2665343

2. Executia unui program panda la expirarea timpului alocat

Acest lucru ne foloseste in unele situatii precum:
Atunci cand programul nostru calculeazda un rezultat care poate fi imbundatatit in timp (gen
mutarea in timpul unui joc).
Atunci cdnd la olimpiada scriem un program ce foloseste metoda backtracking pentru a gdsi
solutia, care este posibil sa nu se incadreze in timpul alocat, caz in care ne oprim dupad timpul
alocat si afisam solutia gasita pdna atunci in speranta ca este cea optima.
Ideea de baza este sa impartim programul in segmente de calcul ce se executd iterativ, intr-0
bucld while. In acea bucld while vom testa timpul, iesind din bucld, dacd timpul ramas este mai
mic de o milisecunda.

lata un exemplu ce calculeaza suma numerelor de la 1 la un miliard, avdind o secunda la
dispozitie. El afiseaza numarul de iteratii si suma calculata pana la momentul respectiv.

| Implementarea 1

#include <iostream>

#include <graphics.h>

#include <sys/time.h>

#define MAXTIME 1000000

using namespace std;

long long start;

inline long long getTime () {
struct timeval tv;
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gettimeofday (&tv, NULL) ;
return tv.tv_sec * 1000000LL + tv.tv_usec;

int main() {
system("color F0"); long long i, suma, durata;
start = getTime();
suma = i = 0;
while (i<1000000000 && (getTime ()-start)<(MAXTIME - 1000)) {
suma = suma + i; i++;
}
durata = getTime() - start;
cout<<"\nAm efectuat "<<i<<" iteratii.";
cout<<"\nSuma pana la iteratia "<<i<<" este "<<suma;
cout<<"\nTimpul de executie in microsecunde: \t"<<durata;
cout<<endl; return 0;

}
Rezultate:

Am efectuat 29621762 iteratii.
Suma pana la iteratia 29621762 este 438724377181441
Timpul de executie in microsecunde: 999532

Deoarece testarea timpului ocupd si ea timp este bine sa nu o facem foarte des. Daca segmentul
de calcul este extrem de scurt, vom petrece timp foarte mult calculdnd timpul. In caz contrar, riscam
sa depagsim timpul in unul dintre segmente.

Cum putem modifica exemplul anterior pentru a lungi segmentul de calcul? Vom calcula
impartirile in grupe de cdte 100. Deoarece impdrtirile sunt totusi foarte rapide, un astfel de segment
de calcul va fi in continuare foarte rapid. latd noua varianta:

| Implementarea 2

#include <iostream>
#include <sys/time.h>
#include <graphics.h>
#define MAXTIME 1000000
#define BATCH 100
using namespace std;
long long start;
inline long long getTime () {
struct timeval tv;
gettimeofday (&tv, NULL) ;
return tv.tv_sec * 1000000LL + tv.tv_usec;
}
int main() {
system("color F0") ;long long i,j, suma, durata;
start = getTime();
suma = i = 0;
while (i<1000000000 && (getTime () -start)<(MAXTIME - 1000)) {
for ( j =1i; j < i + BATCH; j++ )
suma = suma + j; i += BATCH;
}
durata = getTime () - start;
cout<<"\nAm efectuat "<<i<<" iteratii.";
cout<<"\nSuma pana la iteratia "<<i<<" este "<<suma;
cout<<"\nTimpul de executie in microsecunde: \t"<<durata;
cout<<endl; return 0;

}
Rezultate:

Am efectuat 343971000 iteratii.
Suma pana la iteratia 343971000 este 59158024248514500
Timpul de executie in microsecunde: 1004520
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Vom calcula impartirile in grupe de cate 1.000. latd noua varianta:

| Implementarea 3

#include <iostream>

#include <graphics.h>

#include <sys/time.h>

#define MAXTIME 1000000

#define BATCH 1000

using namespace std;

long long start;

inline long long getTime () {
struct timeval tv;
gettimeofday (&tv, NULL) ;
return tv.tv_sec * 1000000LL + tv.tv_usec;

int main() {
system("color FO") ;long long i,j, suma, durata;
start = getTime();
suma = i = 0;
while (i<1000000000 && (getTime ()-start)<(MAXTIME - 1000)) {
for ( j =1; j < i + BATCH; j++ )
suma = suma + j; i += BATCH;
}
durata = getTime() - start; cout<<"\nAm efectuat "<<i<<" iteratii.";
cout<<"\nSuma pana la iteratia "<<i<<" este "<<suma;
cout<<"\nTimpul de executie in microsecunde: \t"<<durata;
cout<<endl; return O;

}
Rezultate:

Am efectuat 347683000 iteratii.
Suma pana la iteratia 347683000 este 60441734070658500
Timpul de executie in microsecunde: 1004922

Vom calcula impartirile in grupe de cdte 10.000. lata noua varianta:

Implementarea 4

#include <iostream>
#include <graphics.h>
#include <sys/time.h>
#define MAXTIME 1000000
#define BATCH 10000
using namespace std;
long long start;
inline long long getTime () {
struct timeval tv; gettimeofday(&tv, NULL) ;
return tv.tv_sec * 1000000LL + tv.tv_usec;
}
int main() {
system("color F0") ;long long i,j, suma, durata;
start = getTime(); suma = i = 0;
while (i<1000000000 && (getTime()-start)<(MAXTIME - 1000)) {
for ( j =1i; j < i + BATCH; j++ )
suma = suma + j; i += BATCH;
}
durata = getTime () - start; cout<<"\nAm efectuat "<<i<<" iteratii.";
cout<<"\nSuma pana la iteratia "<<i<<" este "<<suma;
cout<<"\nTimpul de executie in microsecunde: \t"<<durata; cout<<endl; return O;

}
Rezultate:

Am efectuat 354890000 iteratii.
Suma pana la iteratia 354890000 este 62973455872555000
Timpul de executie in microsecunde: 1004497
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Analizati urmatorul tabel pentru a observa cresterea productivitdatii algoritmului:

Modificarea Timpul Iteratii

DATE INITIALE 0.999532 sec. 29621762 438724377181441

BATCH 100 1.004520 sec. 343971000 59158024248514500

BATCH 1000 1.004922 sec. 347683000 60441734070658500
1

BATCH 10000 .004497 sec. 354890000 62973455872555000

Concluzie:
Viteza de calcul a crescut de la 29.621.762 operatii / sec. pand la 354.890.000 operatii / sec.
Pentru cele trei optimizari se observa ca timpul de executie este 1 Sec.

Important:
Programele precedente au fost testate in baza procesorului intel core i7, generatia 7, seria
7500U, cu doua nuclee, frecventa procesorului variaza de la 2.70 GHz la 3.50 GHz in regim
Turbo.
Rezultatele pe care le veti obtine daca veti executa codul programului pe alt calculator,
acesta va depinde de puterea de calcul a calculatorului dvs.

Analiza in cazul cel mai favorabil:
furnizezaza o margine inferioard pentru timpul de executie;
permite identificarea algoritmilor ineficienti (dacd un algoritm are un cost ridicat chiar si
in cel mai favorabil caz, atunci el nu reprezintd o solutie acceptabild).

Analiza in cazul cel mai defavorabil:
furnizeazd cel mai mare timp de executie in raport cu toate datele de intrare de dimensiune n
(reprezinta o margine superioard a timpului de executie),
marginea superioard a timpului de executie este mai importantd decdt marginea inferioard.

Analiza in cazul mediu:
aceasta analiza se bazeaza pe cunoasterea distributiei de probabilitate a datelor de intrare;
aceasta inseamnd cunoasterea (estimarea) probabilitatii de aparitie a fiecareia dintre
instantele posibile ale datelor de intrare (cdt de frecvent apare fiecare dintre posibilele valori
ale datelor de intrare);
timpul mediu de executie este valoarea medie (in sens statistic) a timpilor de executie
corespunzatori diferitelor instante ale datelor de intrare.
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1.5 Complexitatea temporala a algoritmilor

In informatica complexitatea temporald a algoritmilor se caracterizeazd prin timpul de
executie T(n) sau numdrul de operatii elementare Q(n). Intrucdt calculatoarele moderne au o vitezd
de calcul foarte mare (mai mult de 10° instructiuni pe secundd), problema timpului de executie (de
calcul) se pune numai pentru valori mari ale lui n.

In consecintd, in formulele ce exprimd numdrul de operatii elementare Q(n) prezintd
interes numai termenul dominant, adica acel care tinde repede la infinit. Importanta termenului
dominant fagd de ceilalti termeni este pusa in evidentd in tabelul 1.

Tabelul 1. Valorile termenilor dominanti

n logzn 2 3 ‘ n on

2 1 4 8 16 4

4 2 16 64 256 16

8 3 64 512 4096 256

16 4 256 4096 65536 65536
32 5 1024 32768 1048576 4294967296

De exemplu, numdarul de operatii elementare ale subprogramului Sortare se exprimd prin
formula Q(n)=16n?-13n+2. Termenul dominant din aceastd formuld este 16n°. Evident, pentru
valorile mari ale lui n numdrul de operatii elementare Q(n)=16n°, iar timpul de calcul T(n)~16n° 4.

In functie de complexitatea temporald, algoritmii se clasificd in:

algoritmi polinomiali;

o Un algoritm se numeste polinomial daca termenul dominant are forma Cn*, adica
Q(n)=Cn*; T(n)=Cn* 4, unde n este caracteristica datelor de intrare, C — o constantd
porzitiva, iar k — un numar natural.

o Complexitatea temporala a algoritmilor polinomiali este redata prin notatia O(nk), care
se citeste ,,algoritm cu timpul de calcul de ordinul n*” sau, mai scurt, ,,algoritm de
ordinul n*”,

e Evident, existd algoritmi polinomiali de ordinul n, n*, n® s.a.m.d. De exemplu, algoritmul
de sortare a elementelor unui vector prin metoda bulelor este un algoritm polinomial de
ordinul n?.

algoritmi exponentiali;

e Un algoritm se numeste exponential daca termenul dominant are forma Ck", adica
Q(n)= CK"; T(n)= CK" 4, unde k>1.

e Complexitatea temporald a algoritmilor exponentiali este redatd prin notatia O(k").
Mentiondm cd tot exponentiali se considerd si algoritmii de complexitatea ' ", cu toate
cd aceasta functie nu este exponentiala in sensul stric matematic al acestui termen.

algoritmi nederministi polinomiali.

In practicd, elaborarea programelor pe calculator presupune parcurgerea urmdtoarelor etape:
formularea exacta a problemei;
determinarea complexitatii temporale a problemei propuse - problemd usor rezolvabila
sau dificila,
elaborarea algoritmului respectiv i implementarea lui pe un sistem de calcul.

Evident, in cazul unor probleme usor rezolvabile, programatorul va depune toate
eforturile pentru a inventa algoritmi polinomiali, adicd algoritmi de ordinul n*, astfel incdit
parametrul k sd ia valori cdt mai mici. In cazul problemelor dificile se va da prioritate
algoritmilor care minimizeaza timpul de calcul cel putin pentru datele de intrare frecvent utilizate in
aplicatiile practice [13].
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Timp constant

o Se spune despre un algoritm ca este in timp constant (sau timp O(1)) daca valoarea lui T(n)
este delimitata de o valoare care nu depinde de marimea datelor de intrare. De exemplu,
accesarea unui singur element intr-un tablou are nevoie de timp constant intrucdt trebuie sa
fie efectuata o singura operatiune pentru a-l localiza. La fel si gasirea valorii minime intr-un
tablou sortat in ordine crescatoare — este primul element. Cu toate acestea, gasirea valorii
minime intr-un tablou neordonat nu este constantd de timp, intrucdt este nevoie de o
parcurgere a fiecarui element din tablou, in scopul de a determina valoarea minimd. Prin
urmare, aceasta este o operatiune in timp liniar, care dureaza O(n). Dacda numarul de
elemente este cunoscut in avans si nu se schimba, cu toate acestea, un astfel de algoritm poate
fi considerat a rula in timp constant.

e In ciuda denumirii de , timp constant”, timpul de rulare nu trebuie sd fie independent de
dimensiunea problemei, ci o limita superioara a timpului de rulare, trebuie sa fie delimitata
independent de dimensiunea problemei. De exemplu, sarcina de a ,,schimba valorile a si b
daca este necesar, astfel incdt a<b” este considerat a rula in timp constant, chiar dacd
durata efectiva poate depinde dacd este sau nu este deja adevirat ca a < b. Cu toate
acestea, existd unele constante t astfel incdt timpul necesar este intotdeauna cel mult t.

Timp logaritmic

o Algoritmii care au durata de executie in timp logaritmic se intdlnesc de obicei in operatii pe
arbori binari sau atunci cand se utilizeaza cautarea binara. Un algoritm O(log n) este
considerat extrem de eficient, deoarece numarul de operatiuni pe instantd necesar pentru a
finaliza rularea scade la fiecare instanta.

o Un exemplu foarte simplu de acest tip este un algoritm care taie un sir in jumdtate, apoi taie
Jjumatatea din dreapta in jumdtate, si asa mai departe. El va dura O(log n) (n fiind lungimea
sirului), asadar sirul se taie in jumdtate inainte de fiecare tiparire. Aceasta inseamnd cd,
pentru a creste numarul de tipariri cu 1, trebuie dublata lungimea sirului.

Timp polilogaritmic

o Un algoritm este considerat a fi in timp polilogaritmic daca T(n) = O((log n)k), pentru un k
constant. De exemplu, ordonarea lantului de matrice poate fi rezolvata in timp polilogaritmic
pe o masina cu acces aleator paralel.

Timp subliniar

e Se spune cd un algoritm ruleazd in timp subliniar daci T(n) = o(n). In particular, aici sunt
inclusi algoritmii cu complexitdtile definite mai sus, precum si altii cum ar fi cdutarea Ui
Grover de complexitate O(n*?).

o Algoritmii tipici care sunt exacti si, totusi, ruleaza in timp subliniar folosesc prelucrari
paralele (asa cum face algoritmul NCI1 de calcul al determinantului matricei), prelucrari
neclasice (de exemplu, cautarea lui Grover), sau li se garanteaza unele presupuneri despre
structura datelor de intrare (cum ar fi cautarea binara si multi algoritmi de mentenanta a
arborilor, care ruleaza in timp logaritmic). Limbajele formale insd, asa cum este multimea
tuturor sirurilor care au un bit de 1 pe pozitia indicata de primii log(n) biti ai sirului, ar putea
depinde de toti bitii intrarii, dar tot ar putea fi calculati in timp subliniar.

o Termenul specific, algoritm in timp subliniar este de regula rezervat algoritmilor diferiti de cei
de mai sus prin aceea ca sunt rulati peste modele seriale clasice de magsina si nu au dreptul la
prezumtii despre datele de intrare. Ei pot insd sd fie randomizati si, chiar trebuie, pentru orice
task (sarcina) netrivial (@). Cum un astfel de algoritm trebuie sd dea un raspuns fard a-si citi
datele de intrare in intregime, detaliile lui depind masiv de accesul permis asupra intrarii. De
reguld, pentru o intrare reprezentata de un sir binar bl,...,bk se presupune ca algoritmul poate
cere si primi intr-un timp O(1) valoarea lui bi oricare ar fi i.

Observatii:
« Din comparatia vitezei de crestere a functiilor exponentiald §i polinomiald rezultd ca
algoritmii exponentiali devin inutilizabili chiar pentru valori nu prea mari ale lui n.
% In functie de complexitatea temporald a algoritmilor se considerd cd o problemd este ugor
rezolvabila daca pentru solutionarea ei exista un algoritm polinomial. O problema pentru
care nu existd un algoritm polinomial se numeste dificila [14].
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1.6 Clasa NP. Algoritmi nedeterministi.

Algoritmii cu care suntem obisnuifi sa lucram zi de zi sunt deterministi. Asta inseamnd cd la
un Moment dat evolutia algoritmului este unic determinatd, si cd instructiunea care urmeazd Sa
se execute este unic precizatd in fiecare moment. Acest tip de algoritmi este surprinzator de bogat
in consecinte cu valoare teoretica. Acesti algoritmi nu sunt direct aplicabili, insa studiul lor da
nastere unor concepte foarte importante.

Surprinzdtoare este §i definitia corectitudinii unui astfel de algoritm. Un algoritm nedeterminist
este corect daca exista o posibilitate de executare a sa care gaseste raspunsul corect. Pe mdsurd ce un
algoritm nedeterminist se executd, la anumiti pasi se confrunta cu alegeri nedeterministe. Ei bine,
daca la fiecare pas exista o alegere, care facutda sa duca la gasirea solutiei, atunci algoritmul este
numit corect.

Pe scurt algoritmul se comporta asa: daca la nord nu e perete mergi incolo, sau, poate, daca la
sud e liber, mergi incolo, sau la est, sau la vest. In care dintre directii, nu se precizeaza (este ne-
determinat). Este clar ca daca exista o iesire la care se poate ajunge, exista si o suitd de aplicari ale
acestor reguli care duce la iesire.

Utilitatea practica a unui astfel de algoritm nu este imediat aparenta: in definitiv pare sa nu
spunad nimic util: solutia este fie spre sud, fie spre nord, fie spre este, fie spre vest. Ei si? Este clar ca
acesti algoritmi nu sunt direct implementabili pe un calculator real.

In realitate, existenta unui astfel de algoritm deja inseamnd destul de mult. Inseamnd, in primul
rand, ca problema se poate rezolva algoritmic; va reamintesc ca exista probleme care nu se pot
rezolva deloc. In al doilea rdnd, se poate ardta cd fiecare algoritm nedeterminist se poate transforma
intr-unul determinist intr-un mod automat.

Deci, de indata ce stim sa rezolvam o problema intr-un mod nedeterminist, putem sa o rezolvam
si determinist! Transformarea este relativ simpla: incercam sa mergem pe toate drumurile posibile in
paralel, pe fiecare cdte un pas. (O astfel de tehnica aplicatd in cazul labirintului se transformd in ceea
ce se cheama "flood fill": evoluez radial de la pozitia de plecare in toate directiile).

Fiind data o anumita problema, se pune intrebarea: exista un algoritm de rezolvare a ei polinomial?

La aceasta intrebare se poate raspunde in felul urmator: exista probleme pentru care nu se
cunosc algoritmi de rezolvare in timp polinomial. Matematicienii nu au avut curajul sa faca o
afirmatie de genul "nu exista algoritmi polinomiali de rezolvare a acestor probleme", pentru ca o
astfel de afirmatie presupune o demonstratie, care nu s-a facut. Faptul cd nu s-a gdsit un algoritm
polinomial nu inseamnd ca el nu existd.

Algoritmii cu care suntem obisnuiti sa lucram zi de zi sunt deterministi. Asta inseamnd ca la un
moment dat evolutia algoritmului este unic determinata, si ca instructiunea care urmeazd sa se execute
este unic precizatd in fiecare moment. Acest tip de algoritmi este surprinzator de bogat in consecinfe
cu valoare teoreticd. Acesti algoritmi nu sunt direct aplicabili, insa studiul lor da nagstere unor
concepte foarte importante.

Surprinzatoare este §i definitia corectitudinii unui astfel de algoritm. Un algoritm nedeterminist
este corect daca exista o posibilitate de executare a sa care gaseste raspunsul corect. Pe mdsurd ce un
algoritm nedeterminist se executd, la anumifi pasi se confrunta cu alegeri nedeterministe. Ei bine,
dacad la fiecare pas existd o alegere, care facuta sa duca la gasirea solutiei, atunci algoritmul este
numit corect [15].

Deci, de indata ce stim sa rezolvam o problema intr-un mod nedeterminist, putem sa o rezolvam
si determinist! Transformarea este relativ simpla. incercam sa mergem pe toate drumurile posibile in
paralel, pe fiecare cite un pas.

Clasa tuturor problemelor care se pot rezolva cu algoritmi nedeterministi intr-un timp polinomial
se noteazd cu NP (Nedeterminist Polinomial). Este clar c& orice problemé care se afla in P se afla si
in NP, pentru ca algoritmii deterministi sunt doar un caz extrem al celor deterministi: n fiecare
moment au o singura alegere posibila.
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Din pdcate, transformarea intr-un algoritm determinist se face pierzdind din eficientd. In general
un algoritm care opereaza in timp nedeterminist polinomial (NP) poate fi transformat cu usurinta intr-
un algoritm care merge in timp exponential (EXP). Avem deci o incluziune de multimi intre problemele
de decizie: P — NP EXP.

Partea cea mai interesantd este urmdtoarea: stim cu certitudine ci P # EXP. Insd nu avem nici
o idee despre relatia de egalitate intre NP si P sau intre NP si EXP. Nu exista nici o demonstratie
care sd infirme ca problemele din NP au algoritmi eficienti, determinist polinomiali! Problema
P=NP este cea mai importanta problema din teoria calculatoarelor, pentru ca de solutionarea ei se
leaga o multime de consecinte importante.

Problema aceasta este extrem de importantd pentru intreaga matematicd, pentru cd insasi
demonstrarea teoremelor este un proces care incearca sa verifice algoritmic o formula logica.
Teoremele la care exista demonstratii « scurte » pot fi asimilate cu problemele din mulfimea NP.
Daca orice problema din NP este si in P, atunci putem automatiza o mare parte din demonstrarea de
teoreme in mod eficient!

Problema P=NP este foarte importanta pentru criptografie: decriptarea este o problema din NP
(cel care stie cheia, stie un algoritm determinist polinomial de decriptare, dar cel care nu o stie are in
fata o problema pe care nedeterminist o poate rezolva in timp polinomial).

Daca s-ar demonstra ca P=NP acest lucru ar avea consecinte extrem de importante, iar CIA
(Central Intelligence Agency) si KGB (Russian: KomuTeT FocyaapcTserHol besonacHocTu (KI'B),
tr. Komitet Gosudarstvennoy Bezopasnosti) ar fi intr-o situatie destul de proastd, pentru ca toate
schemele lor de criptare ar putea fi sparte in timp polinomial (asta nu inseamnd neapdrat foarte
repede, dar oricum, mult mai repede decdt in timp exponential)!

In 1971 Stephen Arthur Cook (n. 14 decembrie 1939, Buffalo, New York, SUA) a demonstrat
ca exista o problema speciala in NP, pe care a numit-0 NP- completa: Problema satisfacerii
(problema problemelor).

Sa consideram o functie booleand cu n variabilele (Xi,X,....Xy), data in forma canonica
conjunctiva. Se cere un sistem de valori Xi,Xp,...,Xn, astfel incit, pentru acest sistem, functia sa ia
valoarea True. Pentru aceasta, Cook a primit in 1982 Premiul Turing.

Oricadt ne straduim sa procedam altfel, trebuie sa incercam toate sistemele de valori pentru a
vedea ce valoare ia functia, dar avem 2" astfel de sisteme.

In concluzie, pentru aceastd problemd vom avea timpul de calcul O(2"). Mai mult, se
demonstreaza ca alte probleme se reduc la aceasta (exista algoritm in timp polinomial care
transforma o alta problema in problema satisfacerii) [16].

Daca am fi capabili sa rezolvam aceasta problema in timp polinomial, am rezolva in timp
polinomial o intreaga clasd de probleme care se reduc la aceasta. Urmdtoarele tipuri de probleme se
reduc la problema satisfacerii:

Problema colorarii hartilor, Problema celor n dame;
Problema comis-voiajorului; Problema rucsacului.

O multime de probleme cerute de practica se reduc la problema satisfacerii (de aici §i
numele de problema problemelor). Cele prezentate mai sus au o semnificatie enormd! Inseamnd
cda nu se poate (pe moment cel putin) rezolva orice cu ajutorul calculatorului electronic.
Mai mult, perfectionarile tehnologice aduse acestor masini, oricat de spectaculoase vor fi, nu
vor rezolva aceastd problema.

Ce se poate face, in absenta unei rezolvari in timp polinomial pentru aceasta categorie
de probleme? In multe cazuri, se renuntd la optimalitatea unei solutii (obtin o solutie bund, dar nu
cea mai bund) cu conditia ca acestea sa fie obfinute in timp polinomial. Astfel de metode se
numesc euristice. Nu este deloc usor sa se imagineze astfel de metode. Mai ales, este foarte dificil
de aratat cadt de departe de solutia optima este solutia gasitd.

Au aparut metode noi de cercetare, pentru obtinerea unor solutii cat mai bune, chiar daca

nu optime: greedy euristic, algoritmi genetici, algoritmi neuronali, algoritmi de tip calire etc. Astfel
de probleme sunt de cea mai mare actualitate in informatica teoretica pe plan mondial.
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1.7 Algoritmi aleatori: Markov, Las Vegas si Monte Carlo

1. Notiuni introductive

Algoritmii aleatori se impart in principal in 2 clase:

Algoritmi care rezolva probleme de optim: solutia calculata de algoritm este garantat
corectd, dar este aproximativia (nu este optimald). In acest caz, solutia suboptimald este
consideratd acceptabild avind o marjd de aproximare controlatd probabilistic — algoritmi de
aproximare, algoritmi genetici si algoritmi aleatori de tip Las Vegas;

Algoritmi care rezolva o problema ce accepta o singurd solutie: se renuntd la exactitatea
rezolvarii preferdndu-se o solutie rapida care se apropie cu o probabilitatea suficient de mare
de solutia exacta — corectitudinea nu este garantata — algoritmii aleatori de tip Monte Carlo
si stocastici (Markov).

Printre implicatiile practice ale algoritmilor aleatori se numara:
optimizarea diversilor algoritmi, in general in vederea asigurarii dispersiei corespunzdtoare
a valorilor;
diverse initializari (ex. Algoritmi Genetici pentru indivizi) sau selectii de date dupa
o distributie prestabilitda (in general Gaussiand), dar Si reducerea complexitdtii unor
probleme specifice.

Primele aspecte care trebuie clarificate sunt caracteristicile algoritmilor aleatori:
necesitatea micsordarii timpului de rezolvare a problemei prin relaxarea restrictiile impuse
solutiilor;
este suficientd o singurd solutie care se apropie cu o probabilitate masurabild de solutia
exactd, in final se poate obtine o solutie suboptimald cu o marja de eroare garantatd
prin calcul probabilistic.

In informatica teoretica, un algoritm Markov este un sistem de rescriere a sirurilor care
foloseste reguli similare gramaticale pentru a opera pe siruri de simboluri. Algoritmii Markov s-au
dovedit a fi Turing-complet, ceea ce inseamna ca sunt adecvayi ca un model general de calcul si pot
reprezenta orice expresie matematica din notarea sa simpla. Algoritmii Markov poarta numele
matematicianului sovietic Andrey Markov, Jr.

2. Algoritmi Las Vegas

Evolutia unui algoritm care foloseste numere aleatoare nu mai depinde numai de datele
de intrare, ci si de numerele aleatoare pe care le genereazda. Daca are ” noroc” algoritmul
poate termina repede §i bine; daca da prost cu zarul, ar putea eventual chiar trage o concluzie
gregitd. In cazul quick-sort, rdaspunsul este intotdeauna corect, dar cdte o datd vine mai greu.
Aceasta este diferenta dintre algoritmii Monte Carlo, mereu corecti, si cei Las Vegas, care pot
uneori, rar, gresi. Vom defini acum algoritmii probabilis#i pentru probleme de decizie.

Majoritatea problemelor pot fi exprimate in forma unor probleme de decizie, deci simplificarea
nu este prea drastica. Exista doud clase de algoritmi probabilisti, dar ne vom concentra atentia
numai asupra uneia dintre ele. Vom defini totodata clasa problemelor care pot fi rezolvate
probabilist in timp polinomial, numita RP (Random Polinomial). Daca indicam de la inceput care
sunt numerele aleatoare care vor fi generate, evolutia algoritmului este perfect precizata.

Definitie: O problema de decizie este in RP daca exista un algoritm aleator A care ruleaza intr-un
timp polinomial in lungimea instantei (n° pentru un ¢ oarecare), si care are urmdtoarele proprietdfi:
Daca raspunsul la o instanta I este ,,Da”, atunci cu o probabilitate mai mare de 1/2
algoritmul va raspunde ,,Da”.
Daca raspunsul la o instanta I este "Nu”, atunci cu probabilitate 1 algoritmul va rdaspunde
"Nu”.
De cine este data ,, probabilitatea” de mai sus? De numarul de siruri aleatoare.
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Cand rulam un algoritm aleator pentru o instantd 1, avem la dispozitie 2" siruri aleatoare de
biti; pentru unele dintre ele algoritmul raspunde ,,Da”, pentru celelalte raspunde "Nu”. Ceea ce
facem este s numdrdm pentru cdte siruri algoritmul ar raspunde ,,Da” si sd facem raportul cu 2".
Aceasta este probabilitatea ca algoritmul sa raspunda ,,Da”. Opusul ei este probabilitatea sa
raspunda "Nu”.

O tehnica foarte simpla de amplificare poate creste nedefinit aceasta probabilitate:
daca executam algoritmul de 2 ori pe aceleasi date de intrare, probabilitatea de a gresi pentru
raspunsuri "Nu” ramine 0. Pe de alta parte, ajunge ca algoritmul sa raspunda mdcar o data ,,Da”
pentru a §ti ca raspunsul este ,,Da” cu siguranta! Din cauza asta, daca probabilitatea de eroare
este p pentru algoritm, executind de k ori probabilitatea coboard la p* (nu uitafi cd p este
subunitar, ba chiar sub 1/2). Aceasta metoda se numeste “boost”' in engleza, si face dintr-un
algoritm probabilist slab ca discriminare un instrument extrem de puternic [17].

Caracteristicile algoritmilor de tip Las Vegas
Determina solutia corecta a problemei, insa timpul de rezolvare nu poate fi determinat cu
exactitate;
Cresterea timpului de rezolvare implica cresterea probabilitatii de terminare a algoritmului;
Dupa un timp infinit se ajunge la solutia optima si algoritmul se termind sigur;
Probabilitatea de gasire a solutiei creste extrem de repede incdt sa se determine solutia
corectd intr-un timp suficient de scurt.

3. Monte Carlo

O tehnica foarte spectaculoasa pentru rezolvarea problemelor este cea a folosirii
numerelor aleatoare. Practic algoritmii aleatori sunt identici cu cei obisnuifi, dar folosesc in
plus o noua instructiune, care s-ar putea chema “da cu banul”. Aceasta instructiune genereaza un
bit arbitrar ca valoare. In mod paradoxal, incertitudinea ne poate oferi mai multd putere ...

La ce se foloseste aleatorismul? Sa ne amintim ca in general complexitatea unei probleme
este definita ludnd in considerare cele mai defavorabile date initiale. De exemplu, pentru problema
comis voiajorului, faptul ca aceasta problema este NP- completd nu inseamna ca nu putem rezolva
nici o instantd (un set de date initiale) a ei, ci ca exista instante pentru care algoritmii cunoscuti nu
au prea multe sanse sa se termine in curdnd.

Acest lucru este adevarat §i pentru alte clase de algoritmi; de pilda algoritmul quick-sort
are pentru majoritatea vectorilor de intrare o comportare O(n log n). Daca insa datele de intrare
sunt prost distribuite, atunci quick-sort poate face n* comparatii. Pentru n=100 asta inseamnd de
10 ori mai mult! Numarul de instante pentru care quick- sort este slab, este mult mai mic decadt
numarul de instante pentru care merge bine. Cum procedam atunci cdnd intr-un anumit context lui
quick-sort i se dau numai date rele? O solutie paradoxald constd in a amesteca aleator vectorul
inainte de a-|sorta.

Complexitatea medie (average case) a lui quick-sort este O(n log n). Complexitatea in cazul
cel mai rau (worst case) este O(n’). Daca datele vin distribuite cu probabilitate mare in zona
“rea”, atunci amestecandu-le putem transforma instante care picd in zona , worst-case”’ in
instante de tip “average-case”. Fireste, asta nu inseamnd cd nu putem avea ghinion, §i cd
amestecarea sa producad tot o instanga “rea”, dar probabilitatea ca acest lucru sa se intdmple
este foarte micd, pentru ca quick-sort are putine instange rele. Acesta este un caz de folosire a
aleatorului pentru a imbundtafi performanta medie a unui algoritm. Cdteodata cdstigul este si
mai mare, pentru cd putem rezolva probleme NP- complete foarte rapid folosind aleatorismul [18].

Caracteristicile algoritmilor de tip Monte Carlo
Determina o solutie a problemei care e garantat corecta doar dupa un timp infinit de
rezolvare — solutie aproximativd,
Presupun un numar finit de iteratii dupa care raspunsul nu este garantat corect;
Cresterea timpului de rezolvare implica cresterea probabilitatii ca solutia gasita sa fie
corectd;
Solutia gasita intr-un timp acceptabil este aproape sigur corectd (exista o probabilitate mica
ca solutia sa nu fie corecta).
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METODA RECURSIVA

2.1 Notiuni generale despre recursivitate

In matematica si informaticd, recursivitatea sau recursia este un mod de a defini unele functii.
Functia este recursiva, daca definitia ei foloseste o referire la ea insasi, crednd la prima vedere un
cerc vicios, care insa este numai aparent, nu si real. Nu toate functiile matematice pot fi definite
recursiv, cu alte cuvinte exista si functii nerecursive.

In matematicd si informaticd recursivitatea functioneazd prin definirea unuia sau a mai multor
cazuri de baza, foarte simple, apoi prin definirea unor reguli prin care cazurile mai complexe se reduc
la cazuri mai simple.

Exemple:
1. Definirea formala a numerelor naturale din cadrul teoriei multimilor:
e baza recursiei este faptul ca 1 este numar natural;
o in plus, orice numadr natural are un succesor, care este de asemenea un numar natural.
2. Definirea conceptului de stramos al unei persoane:
o  Un parinte este stramosul copilului ("baza");
o Parintii unui stramos sunt si ei stramosi ("pasul de recursie").
3. Definirea recursiva este urmatoarea: 'Un buchet de flori este fie (1) o floare, fie (2) o
floare adaugata buchetului'.
o Afirmatia (1) serveste ca si conditie initiald, indicand maniera de amortare a definitiei;
o Afirmatia (2) precizeaza definirea recursiva propriu-zisa.
e Varianta iterativa a aceleiasi definitii este: 'Un buchet de flori consta fie dintr-o floare, fie
din doua, fie din 3 flori, fie etc”. Dupd cum se observd, definitia

recursiva este simpla si eleganta, dar oarecum indirectd, in schimb definitia iterativa este
directa.

Nota:

v’ O definitie recursiva Se refera la un obiect care se defineste ca parte a propriei sale definiri.
Desigur o definitie de genul '0 floare este o floare' care poate reprezenta in poezie un univers
intreg, in stiintd, in general si In matematica, in special nu furnizeaza prea multe
informatii despre floare.

v O caracteristica foarte importantd a recursivitasii este aceea de a preciza o definitie intr-un sens
evolutiv, care evita circularitatea.

v Despre un obiect se spune ca este recursiv, daca el consta sau este definit prin el insusi. Prin
definitie orice obiect recursiv implica recursivitatea ca si proprietate intrinseca a obiectului in
cauzd.

v Recursivitatea este utilizata cu multa eficienta in matematica, spre exemplu: in definirea
numerelor naturale, a structurilor de tip arbore sau a anumitor functii.

Definitie 1:

Recursivitate este proprietatea functiilor de a se autoapela:
e din afara subprogramului se face un prim apel al acestuia;
e programul se auto-apeleaza de un anumit numar de ori,

e la fiecare noua auto-apelare a algoritmului, se executd din nou secventa de instructiuni ce
reprezintd corpul sau, cu alte date => inlantuire.

Definitie 2:
Daca apelul subprogramului apare chiar in corpul sau, recursivitatea se numeste directd, altfel se
numeste indirecta.

Observatii:
s In corpul algoritmului trebuie sa existe cel putin o testare a unei conditii de oprire, la
indeplinirea cdreia se intrerupe lantul de auto-apeluri.
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% Majoritatea algoritmilor repetitivi se pot implementa atdt in varianta nerecursiva (iterativa),
cdt §i in varianta recursiva.

»  Varianta recursiva este recomandatd, in special, pentru probleme definite prin relatii de

recurenta.

Algoritmii recursivi sunt, in general, greu de urmarit (depinde), necesita timp de executie mai

lung si spatiu de memorie mai mare.

7
°

INTREBARI CU RASPUNSURI

1. Care este conditia de bazd a recursiei?
In programul recursiv, solutia cazului de baza este oferita si solutia problemei mai mari este
exprimatd in termeni de probleme mai mici.

int fact(int n) {
if (n < = 1) // cazul de bazi
return 1;
else
return n*fact(n-1) ;

In exemplul de mai sus, se defineste cazul de baza pentru n <= 1 §i se poate rezolva o valoare mai
mare a numarului prin conversia la unul mai mic pana cdnd se ajunge la cazul de baza.

2. Cum se rezolva o anumita problemd folosind recursivitate?

Ideea este de a reprezenta o problema in termeni de una sau mai multe probleme mai mici si de a
adauga una sau mai multe conditii de baza care opresc recursiunea.

De exemplu, calculam factorial n daca cunoastem factorial al lui (n-1). Cazul de baza pentru
factorial ar fi n = 0. Revenim I cand n = 0.

3. De ce apare o eroare de supraincircare in stivi?
Daca nu este abordat cazul sau nu este definit, atunci poate aparea problema supraincarcarii
stivei. Sa luam un exemplu pentru a infelege acest lucru.

int fact(int n) {
// conditie de bazd incorectd,poate provoca supraincdrcarea stivei
if (n == 100)
return 1;
else
return n*fact(n-1);

Daca fact (10), se va numi fact (9), fact (8), fact (7) si asa mai departe, dar numarul nu va ajunge
niciodata la 100. Deci, cazul de baza nu este realizat. Daca memoria este epuizatd de aceste functii pe
stivd, aceasta va cauza o eroare de supraincdrcare a stivei [19].
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2.2 Analiza complexitatii algoritmului metodei recursive

1. Cum numdrdam pasii pe care ii executd un algoritm?

Masuram complexitatea ca pe o functie de dimensiunea datelor de intrare: T:N->R.. Valoarea
T(n) va reprezenta estimarea numdrului de pasi pe care ii face algoritmul atunci cind dimensiunea
datelor de intrare este n.

Numararea este in general simpla pe algoritmi nerecursivi, ceea ce trebuie sa facem in general
este sa identificam operatiile critice i sa vedem de cdte ori se executd acestea. Cand algoritmul este
nerecursiv, pur si simplu 1l luam de la cap la coada si numaram operatiile critice, inmultim cand ele se
afla intr-unul sau mai multe cicluri.

Ceva mai dificil este cu algoritmii recursivi, nu este mereu clar sau usor de determinat cdte
apeluri recursive sa execute.

2. Cum determinam complexitatea pe un algoritm recursiv?

Exemplul 1:
Pentru un numar intreg x>0 sa se calculeze x", unde n >0. Vom considera functia
putere(x,n): N xN —N. Evidentputere(x,0) =1. Atunciexpresia recursiva este aceasta:

1,daca n=0;
putere(x,n) = .
X- putere(x,n-1), daca n>1.

Corectitudinea definitiei rezultd din X° =1 (pasul de verificare) si X" =x-Xx" (pasul de
inductie). Afirmam ca functia (1) are complexitatea O (n). Notam cu T (n) timpul de executie a functiei
putere.

o Tm=Tm—1) +0(l), unde O (1) este timpul necesar pentru a returna valoarea x .
o Tm)=Tm—-1) +0(1)=Tm—-2) +2x0(1)+...+T(n)=T(0) +n 0 (1).
Rezulta complexitatea O (n).

Exemplul 2:
Expriménd altfel functia putere, vom obfine un algoritm cu o complexitate mai bund. Observam cd x*

se poate calcula mai usor decdt am calculat x°, deoarece x*=(x?)?.La fel x®=(x*)2.Vom nota

N impdrtit la 2 cu n/2. Consideram cd X" = putere(x,n/ 2) si notim cu pow(x,2) ridicarea la puterea
a doua. Atunci:
X", dacd n i : X - pow( putere(x,n/2),2),dacd n i :
pow( putere(x,n/2),2) = @IIMpArs -y pow(p ( ):2) avn mpar
x", daca n par. pow( putere(x,n/ 2),2), daca n par.

Algoritmul complet este:

1,daca n=0;
putere(x,n) =< xx pow(putere(x,n / 2),2),daca n impar;
pow(putere(x,n / 2),2), daca n par.
Notam cu T (n) timpul de executie pentru aceasta formuld.
1,daca n=0;

Fie n=2", atunci: T(n)={_ n
T(E)’ daca n>1.
Aplicarea formulei recursive:

TM)=TRM=TER"H+1=TR"*)+2=...=T)+m=T@Q)+m=1+m=log,n+1.

Rezulta complexitatea O ( |ng n)[20].
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2.3 Forme specifice ale metodei recursive

1. Recursivitatea directi

Definitie 1:
O functie F in corpul careia existd cel putin un auto-apel ( F apeleazdi pe F ), se numeste functie direct
recursivd.

In limbajul C++ functiile se pot apela pe ele insele, adicd sunt direct recursive. Pentru
o functionare corecta (din punct de vedere logic), apelul recursiv trebuie sa fie conditionat de o
decizie, care la un moment dat in cursul executiei sa impiedice continuarea apelurilor recursive si sa
permita astfel revenirea din sirul de apeluri.

Lipsa acestei conditii sau programarea ei gresita va conduce la executarea unui sir de apeluri a
carui terminare nu mai este controlata prin program si care, la epuizarea resurselor sistemului va
provoca o eroare de executie: depdsirea stivei de date.

2. Recursivitatea indirecta

Definitie 2:
Doua functii F si G se numesc functii indirect recursive, daca se apeleaza reciproc, F apeleaza G si G
apeleaza F.

Pentru a putea fi executatd, orice functie trebuie sd fie scrisa inaintea modului apelant. Daca
dorim sa scriem functia dupd modulul apelant, atunci trebuie sa ii dam prototipul inaintea modulului
apelant. Presupunem cd avem doud functii A si B care se apeleaza reciproc, scrise in aceasta ordine.
Functia A apeleazd functia B, dar modulul apelat B se afli dupd cel apelant A. In consecintd, pentru
ca acest apel sa poata fi executat, trebuie sa dam prototipul functiei B. Prototipul unei functii este o
reproducere a antetului sau, cu doua deosebiri:

e intre paranteze, in lista parametrilor formali nu se mai scriu si identificatorii parametrilor, ci

doar se enumera tipurile acestora, separate prin "virgula" ;

o prototipul se incheie cu caracterul "punct si virguld" [21].

Exemplu:

Sa se calculeze valoarea functiilor matematice f(x) si g(x), pentru o valoare a argumentului x
introdusa de la tastatura.

£(x) = 3+g(x), pentrux <3 (X) = 5- f(x+1), pentrux <0
- X2, pentru x >3 1 x+ f(x), pentrux >0

Implementarea in limbajul C++ a recursiei indirecte:

#include <iostream>

using namespace std;

int x; int G (int x);

int F (int x){
if (x>3) return x*x ;
else return 3 + G (x) ;

int G (int x){
if (x<0) return 5 - F (x+1);
else return x + F (x) ;

}

int main () {

cout << " x= " ; cin >> x ;
cout << " £ ( " << x << " )= " << F (x) << " \n" ;
cout << " g (" KK x <K<K " )= " K G (x);
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2.4

Implementarea metodelor recursive si iterative

Problema 1: Factorialul unui numar -1, 2, 6, 24, 120, ...

Sa se determine factorialul unui numar. Sa se alcdtuiasca varianta recursiva si iterativa

in care va afisa rezultatul pentru factorial.

Exemplu:

Fie n=5.
=1
21=1.2=2
31=1.2-3=6
41=1.2.-3-4=24

51=1.2.3.4.5=120
Formula recursiva:

Factorial(n) =

=1
21=112=1.2=2
31=213=2.3=6

A1=314=6-4=24
S1=415=24.5=120

1, pentrun=0,1;

Factorial(n—1)-n, pentrun >1.

Varianta recursiva

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
long int factorial (int n) {
if (n==1) return 1;
else return n*factorial (n-1);
}
int main () {
system("color FO");
int n;

cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";

cout<<"Introduceti datele de
intare, n= "; cin>>n;

if('n) cout<<"0'=1\n";

else cout<<n<<"!=
"<<factorial (n)<<"\n";

return 0;

}

Varianta iterativa

#include <iostream>

#include <graphics.h>

using namespace std;

long int factorial (int n) {
long int £=1;
for (int i=1l;

f=£f*i;

return £;

i<=n;i++)

}
int main() {

system("color FO");

int n;

COout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";

cout<<"Introduceti datele de
intare, n= "; cin>>n;

if('n) cout<<k"0'!'=1\n";

else cout<<n<<"!=
"<<factorial (n)<<"\n";

return 0;

}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti datele de intare, n= 5
51= 120

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti datele de intare, n= 5
5!= 120
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Problema 2: Factorialul modificat al unui numar — 1, 4, 24, 192, 1920, ...

Sa se determine factorialul unui numar. Sa se alcatuiasca varianta recursiva si iterativa
in care va afisa rezultatul pentru factorialul modificat.

Exemplu:
Fie n=5.

11=1

21=1.(2-2) =4
31=1.2.2.(2-3) =24
41=1.2.2.2-3-(2-4) =192
51=1.2.2.2.3-2.4-(2-5)=1920

Formula recursiva:

Factorial(n) =

11=1

21=11(2-2) =1-4=4
31=21(2-3)=4.-6=24
41=31(2.4)=24.8=192
51=41(2-5) =192-10 =1920

1, pentrun=0,1;

Factorial(n—1)-2-n, pentrun>1.

Varianta recursiva

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
long int factorial (int n) {
if (n==1) return 1;
else return 2*n*factorial(n-1);
}
int main () {
system("color FO");
int n;
cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";
cout<<"Introduceti datele de
intare, n= "; cin>>n;
if('n) cout<<"0'=1\n";
else cout<<n<<"!=
"<<factorial (n)<<"\n";
return 0;

}

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int factorial (int n) {

int £=1;

for (int i=l; i<=n;i++)
£*x=2*i; £/=2;

return £;

}
int main() {

system("color FO") ;

int n;

COout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";

cout<<"Introduceti datele de
intare, n= "; cin>>n;

if('n) cout<<k"0'!'=1\n";

else cout<<n<<"!=
"<<factorial (n)<<"\n";

return 0;

}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti datele de intare, n= 5
51= 1920

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti datele de intare, n= 5
5!= 1920
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Problema 3: Sirul lui Fibonacci -1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

Sa se determine primele n elemente ale sirului lui Fibonacci. Sa se alcatuiasca varianta
recursiva §i iterativd in care va afisa rezultatul pentru determinarea primelor n elemente.

Exemplu:

Fie n=7.
PASUL 11
PASUL 21
PASUL 3—2
PASUL 4 -3
PASUL 5—5
PASUL 6 —>8
PASUL 7 —»13

Formula recursiva:

Fibonacci(n) =

1-51=1
2->1=1
3—>1+1=2
4—-52+1=3
5-53+2=5
6—>5+3=8
7—>8+5=13

1, pentrun =1,2;

Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n—2), pentrun > 2.

Varianta recursiva

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int Fib(int k) {
if (k<2) return 1;
else return (Fib(k-1)+Fib(k-2));
}
int main () {
system("color FO");
int n,k;
cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";
cout<<"Introduceti datele de
intrare, n= ";
cin>>n;
cout<<"Primele
ale sirului: \n";
for (k=0;k<n;k++)
cout<<Fib (k) <"

"<<n<<" elemente

"w.
’

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main() {
system("color FO") ;
int Fib[25],n,k;
COout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti datele de
intrare, n= ";
cin>>n;
Fib[0]=1; Fib[1]=1;
for (k=2;k<n;k++)
Fib[k]=Fib[k-1]+Fib[k-2];

cout<<"Primele '"<<n<<" elemente
ale sirului: \n";
for (k=0; k<n; k++)
cout<<Fib[k]<<" ";
return 0;
}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti datele de intrare, n= 5
Primele 5 elemente ale sirului:
11235

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti datele de intrare, n= 5
Primele 5 elemente ale sirului:
11235
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Problema 4: Sirul lui Fibonacci modificat -1, 1, 1, 2, 3, 7, 23, 164, 3779, 619779, ...

Sa se determine primele n elemente ale sirului lui Fibonacci. Sa se alcatuiasca varianta
recursiva §i iterativd in care va afisa rezultatul pentru determinarea primelor n elemente.

Exemplu:

Fie n=7.
PASUL 11
PASUL 21
PASUL 3—>1
PASUL 4—2
PASUL 5—3
PASUL 6 —>7
PASUL 7 — 23

Formula recursiva:

Fibonacci(n) =

1-51=1

2->1=1

3—-1=1
4-511+1=1+1=2
5521+1=2+1=3
6—>3-2+1=6+1=7
7T—>7-3+2=21+2=23

1, pentrun=13;

Fibonacci(n—1) - Fibonacci(n — 2) + Fibonacci(n —3), pentrun > 3.

Varianta recursiva

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int Fib(int k) {
if (k<3) return 1;
else return (Fib(k-1) *Fib (k-
2)+Fib(k-3)) ;
}
int main () {
system("color FO");
int n,k;
cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";
cout<<"Introduceti datele de
intrare, n= ";
cin>>n;
cout<<"Primele
sirului: \n";
for (k=0;k<n;k++)
cout<<Fib (k) <"
return 0;

"<<n<<" elemente
ale

"w.
’

}

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main() {
system("color FO") ;
int Fib[25],n,k;
COout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti datele de
intrare, n= ";
cin>>n;
Fib[0]=1; Fib[1]=1;
for (k=3;k<n;k++)
Fib[k]=Fib[k-1]*Fib[k-
2]1+Fib[k-3];
cout<<"Primele
ale sirului: \n";
for (k=0; k<n; k++)
cout<<Fib[k]<<"
return 0;

Fib[2]=1;

"<<n<<" elemente

AL
’

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti datele de intrare, n= 10
Primele 10 elemente ale sirului:
111237 23 164 3779 619779

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti datele de intrare, n= 10
Primele 10 elemente ale sirului:
111237 23 164 3779 619779
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Problema 5: Algoritmul lui Euclid. CMMDC(X,Y)

Sa se determine cel mai mare divizor comun a doud numere naturale. Sa se alcatuiascad
varianta recursiva §i iterativa in care va afisa CMMDC (X, Y).

%

Exemplu:

Fie X=4 si Y=12
PASUL1 4=12 >
PASUL2 4<12
PASUL3 4=8
PASUL4 4<8
PASULS 4=4

%
%
%

CMMDC(4,12) = 4

Formula recursiva:

NU
CMMDC (4,12 — 4) = CMMDC (4, 8)
NU
CMMDC (4,8 - 4) = CMMDC (4, 4)
DA

X, pentrux=y;

CMMDC(x,y) =1CMMDC(x-Y,Y), pentrux>Yy;

Varianta recursiva

CMMDC(x,y—X), pentrux<'y.

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int cmmdc (int a,int b) {
if (a==b) return a;

if (a>b) return cmmdc(a-b,b);

else return cmmdc(a,b-a);

}

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main() {
system("color FO") ;
int n,m,cmmdc;
COut<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti wvaloarea 1,

int main () { n=";
system("color FO"); cin>>n;
int n,m; cout<<"Introduceti valoarea 2,
Ccout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n"; m=";
cout<<"Introduceti valoarea 1, cin>>m;
n="; int x=n,y=m;
cin>>n; while(n'!=m) {
cout<<"Introduceti valoarea 2, if (n>m) n=n-m;
m="; else m=m-n;
cin>>m; }
cout<<"CMMDC ("<<n<<" , "<<m<<") =" ; cout<<"CMMDC ("<<x<<" , "<<y<<")=";

cout<<cmmdc (n,m) ;

cout<<n;

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti valoarea 1, n= 4
Introduceti valoarea 2, m= 12
CMMDC (4,12)=4

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti valoarea 1, n= 4
Introduceti valoarea 2, m= 12
CMMDC (4,12)=4
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Problema 6: Algoritmul lui Euclid. CMMDC(X,Y,2)

Sa se determine cel mai mare divizor comun a trei numere naturale. Sa se alcatuiasca
varianta recursiva §i iterativa in care va afisa CMMDC (X, Y, Z).

Exemplu:
Fie X=4, Y=12 i Z=8

PASULL 4=12=8 — NU
PASUL2 4<12 —s CMMDC(4,12 - 4) = CMMDC(4,8)
PASUL3 4=8 — NU
PASUL4 4<8 —» CMMDC(4,8—4) = CMMDC (4, 4)
PASUL5 4=4 — DA
PASUL6 4=8 — NU
PASUL7 4<8 ~s» CMMDC(4,8-4) =CMMDC(4,8)
PASULS 4=4 > DA

CMMDC (4, 12, 8)= CMMDC (CMMDC (4, 12), 8)= CMMDC (4, 8)= 4

Formula recursiva:
X, pentrux =y =z,
CMMDC(CMMDC(X,Y),z), pentrux,y,z e R.

CMMDC(x,Y,2) :{

Varianta recursiva Varianta iterativa
#include <iostream> #include <iostream>
#include <graphics.h> #include <graphics.h>
using namespace std; using namespace std;
int cmmdc (int a,int b) { int main() {
if (a==b) return a; system("color FO") ;
else if (a>b) int m,n,p,cmmdc;
return (cmmdc (a-b,b)) ; Cout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
else return(cmmdc(a,b-a)); cout<<"Introdu trei numere: n,
} m, p\n ";
int main () { cin>>n>>m>>p;
system("color FO"); int x=n,y=m,z=p;
int n,m,p; while (n'!=m) {
cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n"; if (n>m) n=n-m ;
cout<<"Introduceti trei numere: else m=m-n ;
n, m, p\n "; }
cin>>n>>m>>p; while (n!=p){
if (n>p) n=n-p;
cout<<"CMMDC ("<<n<<" , "<<m<<" , "<<p<" else p=p-n ;
)= }
cout<<cmmdc (cmmdc (n,m) ,p) ;
return O; cout<<"CMMDC ("<<x<<" , "<<y<<", "<<z<<"
} )= "<<n;
return 0;
}
Rezultatele executiei: Rezultatele executiei:
VARIANTA RECURSIVA VARIANTA ITERATIVA
Introduceti trei numere: n, m, p Introduceti trei numere: n, m, p
4 12 8 4 12 8
CMMDC (4,12,8)= 4 CMMDC (4,12,8)= 4
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Problema 7: Suma numerelor pare pozitive

Sa se elaboreze un program care calculeaza pe pasi suma numerelor pare pozitive pand la n.
Sa se alcatuiasca varianta recursiva §i iterativa in care va afisa suma respectivd.

Exemplu:

Fie n=6
PASUL1 1este impar - S=0
PASUL2 2 este par - S=0+2=2
PASUL3 3 este impar - S§=2
PASUL4 4 este par - S=2+4=6
PASUL5 5 este impar - S=6
PASUL6 6 este par - S=6+6=12

Formula recursiva:

0, pentrun=0;

SUMA(n) =
(") {SUMA(n—1)+2-n, pentrun > 0.

Varianta recursiva

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
long int suma (int n) {

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
if (n==0) return O0; long int §uma§ int n){
else return suma(n-1)+(2*n); long int i, s=0;
} for (i=0; i<=n;i++)
if (i==0) s=0;
else s+=2%*ji;

int main() {
system("color FO") ;

int n. i: return s;
14 ’

cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n"; } .

cout<<"Introduceti n= ";cin>>n; int main() {

for (i=1l; i<=n;i++)
cout<<"\t"<<i<<" \tn=
"< (2*%i)<<"\t S("<<ik<")=
"<<suma (i) <<endl;
}

system("color FO");
int n, i;

cout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti n= ";cin>>n;

for(i=1l; i<=n;i++)
cout<<"\t"<<i<<" \tn=
"<<(2*%1)<<"\t S ("<<i<<") =
"<<suma (i) <<endl;
}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti n= 3

1 n= 2 s(l)= 2
2 n= 4 S(2)= 6
3 n= 6 S(3)= 12

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti n= 3

1 n= 2 sS(l)= 2
2 n= 4 s(2)= 6
3 n= 6 S(3)= 12




Problema 8: Produsul numerelor impare pozitive

Sa se elaboreze un program care calculeaza pe pasi produsul numerelor impare pozitive
pdana la n. Sa se alcatuiasca varianta recursiva i iterativa in care va afisa produsul

respectiv.

Exemplu:
Fie n=6
PASUL1 1 este impar - P=1.1=1
PASUL2 2 este par - P=1
PASUL3 3 este impar - P=1.3=3
PASUL4 4 este par - P=3
PASUL5 5 este impar — P=3-5=15
PASUL6 6 este par - P=15
Formula recursiva:
1, pentrun=1,

PRODUS (n) ={

Varianta recursiva

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
long int produs (int n) {
if (n==1) return 1;
else return produs(n-1)* (2*n-1) ;
}
int main() {
system("color FO");
int n, i;

cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";

cout<<"Introdu n= ";cin>>n;
for (i=1l; i<=n;i++)
cout<<"\t"<<i<<" \tn=
"< (2*%i-1)<<"\t P("<<i<k")=
"<<produs (i) <<endl;
}

PRODUS(n—-1)-(2-n-1), pentrun>1.

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
long int produs( int n) {
long int i, p=1;
for (i=0; i<=n;i++)
if (i==0) p=1;
else p*=2*i-1;
return p;
}
int main () {
system("color FO");

int n, i;
cout<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti n= ";cin>>n;

for(i=1l; i<=n;i++)
cout<<"\t"<<i<<" \tn=
"<<(2*1i-1)<<"\t S ("<<i<<")=
"<<produs (i) <<endl;
}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti n= 3

1 n=1 P(l)= 1
2 n= 3 P(2)= 3
3 n= 5 P(3)= 15

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti n= 3

1 n= 1 P(l)= 1
2 n= 3 P(2)= 3
3 n= 5 P(3)= 15




Problema 9: Suma sirului de numere 1,5,9,13,17,...

Sa se elaboreze un program care calculeaza suma primilor n termini ai sirului de numere. Sa

se alcatuiasca varianta recursiva §i iterativa in care va afisa suma respectiva.

Exemplu:
Fie n=5
PASUL 1 E=1
PASUL 2 E=5
PASUL 3 E=9
PASUL 4 E =13
PASUL 5 E=17
Formula recursiva:
SUMA(N) :{

Varianta recursiva

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int suma (int k) {
if (k==1) return 1;
else return suma(k-1)+(4*k-3);
}
int main() {
system("color FO");

int n;
cout<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n";
cout<<"Introdu n= ";cin>>n;

cout<<"Suma sirului este:
"<<suma (n) ;

}

- S=0+1=1

- S=1+5=6

- S=6+9=15

- S=15+13=28

- S=28+17=45
0, pentrun =0;

SUMA(n-1)+4-n-3, pentrun>0.

Varianta iterativa

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int main() {
system("color FO") ;
int n,suma,k,t;
COut<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
cout<<"Introduceti n= ";cin>>n;
suma=0; k=1; t=4*n-3;
while (k<=t) {
suma+=k; k+=4;
}
cout<<"Suma sirului este:
"<<suma;

}

Rezultatele executiei:

VARIANTA RECURSIVA

Introduceti n= 5

Suma sirului este: 45

Rezultatele executiei:

VARIANTA ITERATIVA

Introduceti n= 5

Suma sirului este: 45
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Problema 10: Produsul sirului de numere 1,6,11,16,21....

Sa se elaboreze un program care calculeaza produsul primilor n termini ai sirului de numere.
Sa se alcatuiasca varianta recursiva §i iterativa in care va afisa produsul respectiv.

Exemplu:

Fie n=5
PASUL 1 E=1 - P=11=1
PASUL 2 E=6 - P=1.6=6
PASUL 3 E=11 - P=6-11=66
PASUL 4 E =16 - P =66-16 =1056
PASUL 5 E=21 - P =1056-21=22176

Formula recursiva:

1, pentrun=0;
PRODUS(n) =
PRODUS(n—-1)-(5-n—4), pentrun>0.

Varianta recursiva Varianta iterativa
#include <iostream> #include <iostream>
#include <graphics.h> #include <graphics.h>
using namespace std; using namespace std;
int produs (int k) { int main() {
if (k==0) return 1; system("color FO") ;
else return produs (k-1)* (5*k-4); int n,produs=1,k,t;
} COut<<"VARIANTA ITERATIVA\n\n";
int main() { cout<<"Introduceti n= ";cin>>n;
system("color FO"); k=1; t=5*n-4;
int n; while (k<=t) {
COut<<"VARIANTA RECURSIVA\n\n"; produs*=k; k+=5;
cout<<"Introduceti n= ";cin>>n; }
cout<<"Produsul sirului este: cout<<"Produsul sirului este:
"<<produs (n) ; "<<produs;
} }
Rezultatele executiei: Rezultatele executiei:
VARIANTA RECURSIVA VARIANTA ITERATIVA
Introduceti n= 3 Introduceti n= 3
Produsul sirului este: 66 Produsul sirului este: 66
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SARCINI PENTRU EXERSARE

1. Sa se elaboreze un program care afiseaza al n-lea termen al sirului de numere. Sa se alcdtuiasca
varianta recursiva §i iterativa care va afisa termenul.
Varianta 1 Varianta 2
a) 1,2,35,8,13,21, 34,55, ... a) 1,4,8,15, 26,44, 73,120, 196, ...
b) 1,3,4,7, 11,18, 29,47, 76, ... b) 1,5,6,11,17, 28, 45,73, 118, ...
c) 1,3 6,11, 19, 32,53, 87, 142, ... c) 1,6,7,13, 20,33, 53, 86, 139, ...
d 1,4,509, 14, 23, 37,60, 97, ... d) 1,7, 8, 15,23, 38, 61,99, 160, ...
2. Sd se elaboreze un program care afiseaza suma primilor n termeni al sirului de numere. Sa se
alcatuiasca varianta recursiva §i iterativd care va afisa suma.
Varianta 1 Varianta 2
a) 1,3 611,19, 32,53, 87, 142, ... a) 1,4,8,15, 26,44, 73,120, 196, ...
b) 1,4,5,9, 14, 23, 37, 60, 97, ... b) 1,5,6,11,17, 28, 45,73, 118, ...
c) 1,6,7,13, 20,33, 53, 86, 139, ... c) 1,235,813, 21, 34,55, ...
d) 1,7,8, 15,23, 38, 61,99, 160, ... d 1,3 4,7,11,18, 29, 47,76, ...
3. Sd se elaboreze un program care afiseaza produsul primilor n termeni al sirului de numere. Sa se
alcatuiasca varianta recursiva §i iterativa care va afisa produsul.
Varianta 1 Varianta 2
a) 1,3,6,11, 19, 32,53, 87, 142, ... a) 1,23,5,8, 13,21, 34,55, ...
b) 1,7,8, 15,23, 38, 61,99, 160, ... b) 1,3 4,7,11,18, 29,47, 76, ...
c) 1,5,6,11,17, 28, 45,73, 118, ... c) 1,4,5/9, 14,23 37,60, 97, ...
d) 1,48, 15,26,44,73,120, 196, ... d) 1,6,7, 13,20, 33, 53, 86, 139, ...
4. Sa se elaboreze un program care stabileste daca doud siruri de caractere sunt anagrame. Sa se
alcatuiasca varianta recursiva §i iterativa care va afisa rezultatele.
5. Sa se alcatuiasca varianta recursiva si iterativa pentru urmdtoarele exemple:

CAYDOTVOZIr A" IOMMUO®>
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afiseaza cifra minima a unui numar de maxim 9 cifie;

afiseaza cifra minima pard a unui numdr de maxim 9 cifre;
afiseaza cifra minimad impard a unui numar de maxim 9 cifie;
afiseaza cifra maxima a unui numar de maxim 9 cifre;

afiseaza cifra maxima para a unui numar de maxim 9 cifre;
afiseaza cifra maxima impara a unui numar de maxim 9 cifre;
afiseaza pozitiile cifrelor pare a unui numar de maxim 9 cifie;
afiseaza pozitiile cifrelor impare a unui numar de maxim 9 cifre;
afiseaza suma cifrelor unui numar de maxim 9 cifre;

afiseaza suma cifrelor pare unui numar de maxim 9 cifre;

afiseaza suma cifrelor impare unui numar de maxim 9 cifre;
afiseaza produsul cifrelor unui numar de maxim 9 cifre.

afiseaza produsul cifrelor pare unui numar de maxim 9 cifre;
afiseaza produsul cifrelor impare unui numar de maxim 9 cifre;
afiseazd inversarea cifrelor unui numar, exemplu: 123456789 — 987654321 ;
afiseaza toate numerele palindrom ce contin exact 9 cifre;
afiseazd toate numerele palindrom pare ce contin exact 9 cifre;
afiseaza toate numerele palindrom impare ce contin exact 9 cifre;
afiseaza toate numerele prime ce contin exact 9 cifre;

afiseaza toate numerele pare divizibile cu 3 ce contin exact 9 cifre;
afiseaza toate numerele impare divizibile cu 5 ce contin exact 9 cifre;




6. Sa se alcatuiasca varianta recursiva si iterativa pentru urmdtoarele exemple:
suma si produsul primelor n patrate perfecte;

suma si produsul primelor n patrate perfecte pare;

Suma si produsul primelor n patrate perfecte impare;

suma i produsul primelor n cuburi;

suma i produsul primelor n cuburi pare;

suma i produsul primelor n cuburi impare;

suma si produsul primelor 2" elemente;

suma si produsul primelor 2" elemente pare;

suma si produsul primelor 2" elemente impare;

suma i produsul primelor n elemente din sirul lui Fibonacci;

suma si produsul primelor n elemente pare din sirul lui Fibonacci;
suma si produsul primelor n elemente impare din sirul lui Fibonacci;

FrAXC~"IEIMUO®>

7. Sa se alcatuiasca varianta recursivd si iterativd pentru urmdtoarele exemple:

de cate ori apare cifra x intr-un vector a cu n elemente intregi;

de cate ori apare cifra parad x intr-un vector a cu n elemente intregi;

de cdte ori apare cifra imparad x intr-un vector a cu n elemente intregi;

de cdte ori apare vocala x intr-un vector a cu n elemente de tip caracter;

de cdte ori apare consoana x intr-un vector a cu n elemente de tip caracter;

de cdte ori apare diftongul “oa” intr-un vector a cu n elemente de tip caracter;
de cdte ori apare triftongul “ioa” intr-un vector a cu n elemente de tip caracter;

» A

de cdte ori apare heatul “ue” intr-un vector a cu n elemente de tip caracter.

IOMmMOOwW>

8. Sa se alcatuiasca varianta recursivd si iterativd pentru urmdtoarele exemple:
afiseaza suma elementelor unui tablou unidimensional cu elemente reale;
afiseaza produsul elementelor unui tablou unidimensional cu elemente reale;
afiseaza elementul minim par al unui tablou unidimensional;

afiseaza elementul maxim impar al unui tablou unidimensional;

afiseaza pozitia elementului maxim al unui tablou unidimensional,

afiseaza pozitia elementului minim al unui tablou unidimensional.

mmoowr>

9. Sa se alcatuiasca varianta recursivd si iterativd pentru urmdtoarele exemple:

afiseaza suma elementelor pare pozitive ale unui tablou bidimensional;
afiseaza produsul elementelor impare nepozitive ale unui tablou bidimensional;
afiseaza elementul minim impar al unui tablou bidimensional;

afiseaza elementul maxim par al unui tablou bidimensional;

afiseaza pozitia elementului maxim al unui tablou bidimensional;

afiseaza pozitia elementului minim al unui tablou bidimensional.

mmoow>

10. Sa se elaboreze un program care afiseaza rezultatul conversiei unui numdr zecimal intr-o alta
baza de numeratie. Sa se alcatuiasca varianta recursiva si iterativd care va afisa rezultatele.
Din baza 10 in baza b=2;
Din baza 10 in baza b=3;
Din baza 10 in baza b=4;
Din baza 10 in baza b=5;
Din baza 10 in baza b=06;
Din baza 10 in baza b=7;
Din baza 10 in baza b=8;
Din baza 10 in baza b=9;
Din baza 10 in baza b=11;
Din baza 10 in baza b=12;
Din baza 10 in baza b=13;
Din baza 10 in baza b=14;
. Din baza 10 in baza b=15;
Din baza 10 in baza b=16;

ZZErXCTIOTIMOUO® >
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2.5 Implementarea metodelor recursive directe si indirecte

Problema 1: Functia McCarthy (numita dupa John McCarthy)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei McCarthy.

Formula recursiva Exemplu
McCarthy(0)=91; McCarthy(100)=91;
MC(X) _ { x-10, pentru x>100; McCarthy(l):91; MCCarthy(101)=91;
MC(MC(x+11)), pentru x<100. McCarthy(2)=91; McCarthy(102)=92;
McCarthy(3)=91; McCarthy(103)=93;
McCarthy(4)=91; McCarthy(104)=94;

Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
#include <math.h>
using namespace std;
int MC(int m) {
if (m>100) {
return m-10;
}
return MC (MC (m+11)) ;
}
int main () {
system("color FO");
int s;
cout<<" FUNCTIA McCarthy\n";
cout<<" Introduceti numarul de pasi, n= ";
cin>>s;
for (int m = 0; m < s; ++m){
cout<<"\tMC ("<<m<<")= "<<MC (m)<<"\n";
}
}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA McCarthy
Introduceti numarul de pasi, n= 6

MC(0)= 91
MC(1)= 91
MC(2)= 91
MC(3)= 91
MC(4)= 91
MC(5)= 91

Nota:

v John McCarthy (4 septembrie 1927 - 24 octombrie 2011) a fost un informatician si om
de stiinta cognitiv american. McCarthy a fost unul dintre fondatorii disciplinei
inteligentei artificiale. El a inventat termenul ,, inteligenta artificiala” (Al), a dezvoltat
familia limbajului de programare Lisp, a influentat semnificativ proiectarea
limbajului de programare ALGOL, a popularizat timesharing-ul, a inventat colectarea
gunoiului si a fost foarte influent in dezvoltarea timpurie a inteligentei artificiale [22].
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Problema 2: Functia Manna-Pnueli (numita dupa Zohar Manna si Amir Pnueli)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei Manna-Pnueli.

Formula recursiva Exemplu
Manna_Pnueli(0)=11; Manna_Pnueli(10)=11;
MP() = { x-1, pentru x>12; Manna_PnueIi(l):ll; Manna_PnueI?(ll):ll;
MP(MP(x+2)), pentru x<12. Manna_Pnueli(2)=11; Manna_Pnueli(12)=11,
Manna_Pnueli(3)=11; Manna_Pnueli(13)=12;
Manna_Pnueli(4)=11; Manna_Pnueli(14)=13;

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int MP(int m) {
if (m>=12) {
return m-1;
}
else return MP (MP (m+2)) ;
}
int main () {
system("color FO") ;
int s;
cout<<" FUNCTIA Manna Pnueli \n";
cout<<" Introduceti numarul de pasi, n= ";
cin>>s;
for (int m = 0; m < s; ++m) {
cout<<"\tMP ("<<m<<")= "<<MP (m)<<"\n";
}
}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA Manna Pnueli
Introduceti numarul de pasi, n= 6

MP(0)= 11
MP(1)= 11
MP(2)= 11
MP(3)= 11
MP(4)= 11
MP(5)= 11

Nota:

v' Zohar Manna (1939 - 30 august 2018) a fost un informatician israeliano-american
care a fost profesor de informatica la Universitatea Stanford. El a supravegheat 30 de
doctoranzi, printre care, de exemplu, Nachum Dershowitz, Thomas Henzinger si
Pierre Wolper.

v' Amir Pnueli (in ebraica *o815 °»8; n. 22 aprilie 1941, Nahalal, Palestina sub mandat
britanic — d. 2 noiembrie 2009, New York, SUA) a fost un informatician israelian,
laureat al Premiului Turing in 1996, care, conform comisiei de acordare, i-a fost
conferit pentru lucrari de referinta ce au introdus logica temporald in informatica si
pentru remarcabile contributii in domeniul verificarii programelor si sistemelor [22].
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Problema 3: Functia Takeuchi (numita dupa Ikuo Takeuchi)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei Takeuchi.

Formula recursiva Exemplu
TAKEUCHI(0,0,0)=0;

TAKEUCHI(0,0,1)=1;
TAKEUCHI(0,1,0)=0;

TAK(TAK(x-1,y,2) TAK(y—1,2,),TAK(z-1,x,y)), pentru y<x; TAKEUCHIOLD=,

2altfel. TAKEUCHI(1,0,0)=0:
TAKEUCHI(1,0,1)=0;
TAKEUCHI(1,1,0)=0;

TAK&,%2)={

TAKEUCHI(1,1,1)=0;

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int TAK(int m, int n, int p){
if (n < m){
return TAK(TAK(m-1,n,p),TAK(n-1,p,m) ,TAK(p-1,m,n))

}
return p;
}
int main () {
system("color FO") ;
cout<<" FUNCTIA TAKEUCHI\n";
/// cazul TAKEUCHI (2,2,2), unde 2 nu este inclus
for (int m = 0; m < 2; ++m){
for (int n = 0; n < 2; ++n){
for (int p = 0; p < 2; ++p){
cout<<"\tTAKEUCHI (" ;
cout<<m<<" , "<<n<<" , "<<p<<")= "<<TAK(m,n,p)<<"\n";

}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA TAKEUCHI
TAKEUCHI (0,0,0)=
TAKEUCHI (0,0,1)=
TAKEUCHI (0,1,0)=
TAKEUCHI (0,1,1)=
TAKEUCHI (1,0,0)=
TAKEUCHI (1,0,1)=
TAKEUCHI (1,1,0)=
TAKEUCHI (1,1,1)=

RPROOORrRORO

Nota:
v’ |kuo Takeuchi (/4% (1946) este un informatician japonez, profesor de
informatica si inginer la Universitatea Waseda, Tokyo [22].
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Problema 4: Functia Ackermann (rumiti dupa \Wilhelm Ackermann)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei Ackermann.

Formula recursiva Exemplu

Ackermann(0,0)=1
Ackermann(0,1)=2

n+1, pentru m=0; Ackermann(1,0)=2
Ack(m,n) = Ack(m-1,1), pentru m>0,n=0; Ackermann(1,1)=3
Ack(m-1,Ack(m,n-1)), pentru m>0,n=>0. Ackermann(1,2)=4

Ackermann(2,1)=5
Ackermann(2,2)=7

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int ack(int m, int n){
if (m == 0){
return n + 1;

}
if (n == 0){
return ack(m-1,1);
}
return ack(m - 1, ack(m,n - 1)) ;
}
int main () {
system("color FO") ;
cout<<" FUNCTIA ACKERMANN\n";
/// cazul ACKERMANN (3,3), unde 3 nu este inclus
for (int m = 0; m < 3; ++m){
for (int n = 0; n < 3; ++n){
cout<<"\t Ackermann ("<<m<<","<<n<<")= "<<ack (m,n)<<"\n";
}

}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA ACKERMANN
Ackermann (0,0)=
Ackermann (0,1)=
Ackermann (0,2)=
Ackermann (1,0)=
Ackermann (1,1)=
Ackermann (1,2)=
Ackermann (2,0)=
Ackermann (2,1)=
Ackermann (2,2)=

NSO WdWNDWNDR

Nota:

v' Wilhelm Friedrich Ackermann (n. 29 martie 1896 - d. 24 decembrie 1962) a
fost un matematician german, cunoscut pentru ceea ce ulterior a fost numita
ca functie Ackermann si  care  isi demonstreazd utilitatea in teoria
calculului. ~ Ackermann a absolvit Universitatea Georg-August din Géttingen
obtinand doctoratul in 1925 si [-a avut ca profesor pe David Hilbert [22].
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Problema 5: Functia Hermite (numiti dupa Charles Hermite)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei Hermite.

Formula recursiva Exemplu
Hermite(0,0)=1
Hermite(0,1)=1

1, pentru m=0; Hermite(1,0)=0
Hr(m,n) = 2-n, pentru m=1; Hermite(1,1)=2
2:n-Hr(m-1,n)-2-(m-1)-Hr(m-2,n), pentru n>2. Hermite(1,2)=4

Hermite(2,1)=2
Hermite(2,2)=14

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int hermite(int m, int n){
if (m == 0){
return 1;

}
if (m == 1) {
return 2*n;
}
return 2*n*hermite(m - 1,n)-2* (m-1)*hermite(m - 2,n);
}
int main () {
system("color FO") ;
cout<<" FUNCTIA HERMITE\n";
/// cazul HERMITE (3,3), unde 3 nu este inclus
for (int m = 0; m < 3; ++m){
for (int n = 0; n < 3; ++n){
cout<<"\tHERMITE ("<<m<<" , "<<n<<")= "<<hermite (m,n)<<"\n";

}
}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA HERMITE
HERMITE (0,0)=
HERMITE (0,1)=
HERMITE (0,2)=
HERMITE (1,0)=
HERMITE (1,1)=
HERMITE (1,2)=
HERMITE (2,0)=
HERMITE (2,1)= 2
HERMITE (2,2)= 14

BNVNORRR

1
N

Nota:

v' Charles Hermite (24.12.1822 — 14.01.1901) a fost un matematician francez care
a efectuat cercetari privind teoria numerelor, formele cuadratice, teoria
invariantilor, polinoamele ortogonale, functiile eliptice si algebre. Polinoamele
Hermite, Forma naturala Hermite, Operatorul hermitic, si curbele spline Hermite au
fost denumite in cinstea sa. Henri Poincaré i-a fost student. A fost primul care a
demonstrat ca e, baza logaritmului natural, este numar transcendent [22].
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Problema 6: Functia Cebasev (numita dupa Pafnuty Lvovich Chebyshev)

Sa se alcatuiasca un program pentru implementarea functiei Cebdsev.

Formula recursiva Exemplu

Chebyshev(0,0) =1
Chebyshev(0,1) =1

1, pentru m=0; Chebyshev(1,0) =0
Ceb(m,n) = 2xn, pentrum=1; Chebyshev(1,1) =2
2n-Ceb(m-1,n)-Ceb(m-2,n), pentru n>2. Chebyshev(1,2) =4

Chebyshev(2,1) =3
Chebyshev(2,2) =15

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int chebyshev(int m, int n) {
if (m == 0){
return 1;

}
if (m == 1) {
return 2*n;
}
return 2*n*chebyshev(m - 1,n)-chebyshev(m - 2,n);
}
int main () {
system("color FO") ;
cout<<" FUNCTIA CHEBYSHEV\n";
/// cazul CHEBYSHEV (3,3), unde 3 nu este inclus
for (int m = 0; m < 3; ++m){
for (int n = 0; n < 3; ++n){
cout<<"\tCHEBYSHEV ("<<m<<", "<<n<<")= "<<chebyshev(m,n)<<"\n";
}

}

Rezultatele executiei:

FUNCTIA CHEBYSHEV
CHEBYSHEV (0,0) =
CHEBYSHEV (0,1)=
CHEBYSHEV (0,2) =
CHEBYSHEV (1,0) =
CHEBYSHEV (1,1)=
CHEBYSHEV (1,2)=
CHEBYSHEV (2,0) =
CHEBYSHEV (2,1)= 3
CHEBYSHEV (2,2)= 15

BNVNOR KRR

1
[ary

Nota:
v' Pafnuti Lvovici Cebisev (in rusa Ilagpuymuii Jlveosuu Yeoviués) (n. 16.05.1821,
d. 26.11.1894) a fost un matematician rus, cu contributii in domeniul probabilitatilor,
statisticii si teoriei numerelor. Cel mai stralucit reprezentant al scolii matematice
din Petersburg, este considerat, dupa Nicolai lvanovici Lobacevski, ca fiind cel
mai mare matematician rus [22].
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Problema 7: Calcularea valorilor a doua functii F(x) si G(x).

Sa se alcatuiasca un program utilizand recursia indirecta pentru a calcula valorile functiilor.

Functiile F(x) si G(x) Exemplu
F(0)=2 G(0)=3

Fx) = { X+2, pentru x<1; F(1)=3 G(1)=4

G(x-1), pentru x>1.

F(2)=4 G(2)=5
F(3)=5 G(3)=6

G0 = —X, pentru x<0; F(4)=6 GA)=7

(0= F(x)+1, pentru x>0. @)= @)=

F(5)=7 G(5)=8
F(6)=8 G(6)=9
F(7)=9 G(7)=10

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <graphics.h>
using namespace std;
int G(int);
int F(int x){
if (x>1) return G(x-1);
else return x+2;

int G(int x) {
if (x>=0) return F(x)+1;
else return -x;
}
int main () {
system("color FO") ;
int n;
cout<<"Introduceti n= ";cin>>n;
for (int m = 0; m <= n; ++m) {
cout<<"\tF ("<<m<<")= "<<F (m)<<"\t\tG ("<<m<<")= "<<G(m) ;
cout<<endl;
}
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti n= 7

F(0)= 2 G(0)= 3
F(l1)= 3 G(l)= 4
F(2)= 4 G(2)= 5
F(3)=5 G(3)= 6
F(4)= 6 G(4)= 7
F(5)= 7 G(5)= 8
F(6)= 8 G(6)= 9
F(7)= 9 G(7)= 10
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Problema 8: Calcularea valorilor a trei functii F(x), G(x) si H(x).

Sa se alcatuiasca un program utilizand recursia indirecta pentru a calcula valorile functiilor.

Functiile F(x), G(x) si H(x) Exemplu

FD=1 G(1)=6  H(1)=4
X2, pentrux<3; @) G(1)=6 @)

F(X)=1 G(x-2), pentru 3<x<6; F2=2 G(2=9 H(2)=9
H(x-1),pentru x=6. F(3)=9 G(3)=14 H(3)=9
(x+1)2, pentru x<0: F(4)=9 G(4)=14 H(4)=14

G(X)={ 0, pentru0<x<5;

F(5)=14 G(5)=0 H(4)=0
F(x)+5,pentru x>5.

F(6)=14 G(5)=0 H(4)=0
x2 ,pentru x<0;
H(X)=1 G(x+1), pentru 0<x<5;
F(x+1),pentru x>5.

F(7)=0  G(G)=0  H(4)=0

| Implementare C++

#include <iostream>

#include <graphics.h>

#include <math.h>

using namespace std;

int G(int x);

int H(int x);

int F(int x) {
if (x<=3) return pow(x,2);
else if(x>=6) return H(x-1);
else return G(x-2);

int G(int x) {
if (x<=0) return pow(x+1,2);
else if (x>=5) return F(x)+5;
return O;

int H(int x){
if (x<=0) return pow(x,2);
else if (x>=5) return F(x+1);
return G(x+1);

int main () {

system("color FO");

int m=1, p=2, i=1;

cout<<"F(x) "<<"\t\tG(x) "<<"\t\tH (x) "<<endl;

for (int x=m; x<=p;x++) {
COUut<<"F ("<<x<<") = "<<F(x)<<";";
cout<<"\tG ("<<x<<") "K<G (k)<< ;" ;
cout<<"\tH ("<<x<<") "<<H (x)<<";"<<endl;
i++;

}
}

Rezultatele executiei:

F(x) G (x) H(x)
F(1) = 1; G(1l) = 0; H(1) = 0;
F(2) = 4; G(2) = 0; H(2) = 0;




Problema 9: Compozitia a doua functii F(x) si G(x).

Sa se alcatuiasca un program utilizand recursia indirecta pentru a gasi compozitiile:

a) F(G(F(x))); b) G(F(G(x)));
Functiile F(x) si G(x) Exemplu

2x2 41, pentru x<5; F(G(F(X)) G(F(G(X)))

F(x) = x4+2,panru5£x<8; X=-2 3 11

3, pentru x=8. X=-1 3 11

X =0 33 7

) X =1 3 1061

() = 5x“-3x+2, pentru x<1, X <2 3 5772011

x2—x+5,panrux>1.

| Implementare C++

#include <iostream>

#include <graphics.h>

#include <math.h>

using namespace std;

int f£(int x){
if (x<5){ return 2*pow(x,2)+1; }
else if (x>=8){ return 3; }
else { return pow(x,4)+2; }

int g(int x){
if (x<=1){ return 5*pow(x,2)-3*x+2; }
else { return pow(x,2)-x+5; }
}
int main() {
system("color FO");
int a, b;
cout<<"Rezolvare prin metoda recursiva.'"<<endl;
cout<<"Pentu x, introduceti intervalul [a,b]: ";
cin>>a>>b; cout<<endl;
cout<< "\t\tf(g(£f(x)))"<<"\tg(£f(g(x)))";
cout<<endl;
for (int x=a; x<=b;x++) {
cout<< "x= "<< x<<"\t\t"<< f(g(£(x)))<<"\t\t"<< g(f(g(x)));
cout<<endl;

}

Rezultatele executiei:

Rezolvare prin metoda recursiva.

Pentu x, introduceti intervalul [a,b]: 0 3
£(g(£(x))) g(£(g(x)))

x= 0 33 77

x= 1 3 1061

x= 2 3 5772011

= 3 3 11
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Problema 10: Compozitia a trei functii F(x), G(x) si H(x).

Sa se alcatuiasca un program utilizand recursia indirecta pentru a gasi compozitiile:

a) F(G(H(G(F(X))))); b) H(G(F(F(x))));
Functiile F(x), G(x) si H(x) Exemplu
+1 pentruxs F(G(H (X)) H(G(F ()
F(x)= 3, pentru x>8;
4 X =-2 3 3515304
2X7+2,pentru5<x<8
X =-1 3 14642
5x2-3x+2,pentn1x£1;
G(x)= X =0 33 258
{ X2 -x+5, pentru x>1.
X =1 3 14642
X =2 3 3515304

4

2
2X“+1, pentru x<1;
H()= P
X7 +2, pentrux>1.

| Implementare C++

#include <iostream>

#include <graphics.h>

#include <math.h>

using namespace std;

int £(int x){
if (x<5){ return 2*pow(x,2)+1; }
else if (x>=8){ return 3; }
else { return pow(x,4)+2; }

}

int g(int x){
if (x<=1){ return 5*pow(x,2)-3*x+2; }
else { return pow(x,2)-x+5; }

}

int h(int x){
if (x<=1l){ return 2*pow(x,2)+1; }
else { return pow(x,4)+2; }

}

int main() {
system("color FO");

int a, b;

cout<<"Rezolvare prin metoda recursiva.'<<endl;

cout<<"Pentu x, introduceti intervalul [a,b]: "; cin>>a>>b; cout<<endl;
cout<< "\t\tf(g(h(x)))"<<"\th(g(£f(x)))";

cout<<endl;

for (int x=a; x<=b;x++) {
cout<< "x= "<< x<<"\t\t"<<f(g(h(x)))<<"\t\t"<<h(g(f(x)))<<endl;
}
}

Rezultatele executiei:

Rezolvare prin metoda recursiva.

Pentu x, introduceti intervalul [a,b]: -1 1
f(g(h(x))) h(g(f(x)))

x= -1 3 14642

=0 33 258

x= 1 3 14642
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SARCINI PENTRU EXERSARE

1. Pentru litera a introduceti numarul de ordine corespunzator listei din registru. Sa se alcatuiasca
un program pentru implementarea urmdtoarelor functii, este necesar de afisat minimum
primii 10 de pasi :

Varianta 1 Varianta 2
- ax-1, pentru x>10; a®x-1, pentru x>100:
A 29 = { Z(Z(ax+1)), pentru x<10. A 0= 3 P
: Z(Z((a+1)° x+1)), pentru x<100.
_ | Z(Z(ax-1,y),Z(x,ay-1)), pentru y<x;
Z(x,y) = 1altfel. B. z(x.y)= Z(Z(x-1,(a+2)y),Z(x,(a+1)y)), pentru y<x;
B. ' ' 1,altfel.

2. Pentru litera a introduceti numdrul de ordine corespunzator listei din registru. Sa se alcdtuiascd
un program utilizand recursia indirectd pentru a calcula valorile functiilor.

Varianta 1 Varianta 2
Z(x)= . ax, pentru x>20; Z(x) = azx—l, pentru x>100;
(W(ax+1)), pentru x<10. 3
C. Z(W(a°x+1)), pentru x<100.
ax, pentru x>30; C.
W(X) = 2 _ .
W(Z(ax+2)), pentru x<20. W) = a“x—2, pentru x>100;
W(Z(a3x+2 )), pentru x<100.
2(x,y) = { Z(Z(ax+1,y),W(x,ay—1)), pentru y<x;
D , 1.altfel. 200, y) = { Z(W(x=1,(a+2) y),Z(x,(a+1) y)), pentru y<x;
' Wi, y) = {W(Z(ax+2,y),2(x,ay—2 )), pentru y<x; D ’ 1,altfel.
’ 2,altfel. ' W(Z(x-1,(a+2) y)W(x,(a+1) y)), pentru y<x;
Wex, )= 2 altfel.

3. Pentru litera a introduceti numdrul de ordine corespunzator listei din registru. Sa se alcatuiasca
un program utilizand recursia indirectd pentru a gasi compozitiile:

o F(G(F(X)); o F(F(GMX)); o F(G(GMX));
e G(F(GM); e G(G(F()); o G(F(F(X));
Varianta 1 Varianta 2
2 1, 100: _ ax-1, pentru x>10;
E. Z(X)={ ; XL pentrux> 209 { Z(Z(ax+1)), pentru x<10.
Z(Z( (a+1)° x+1)), pentru x<100.
Z(x. V) = Z(Z(ax-1,y),Z(x,ay—-1)), pentru y<x;
F. apy=| EAE DT pnuy | 20 Lt
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2.6 Implementarea metodelor recursive la constructia fractalilor

1. Instalarea modulului grafic in mediul de programare CodeBlocks

Biblioteca grafica WinBGIm se poate descdrca de aici:
e  https://www.edusoft.ro/introp/wp-content/uploads/2017/11/winbgim.zip

Dupa ce descarcayi si extrageri fisierele din aceasta arhiva, veti face urmatoarele lucruri:

Extrageti fisierele graphics.h, winmgim.h si libbgi.a din arhiva winbgim.zip.

Copiati fisierele graphics.h si winbgim.h in folderul include din compilatorul MinGW, care
se gaseste, cel mai probabil, aici: c:\Program Files\CodeBlocks\MinGW\include\

Copiati fisierul libbgi.a in folderul lib al directorului compilatorului MinGW, care se
gaseste, cel mai probabil, aici: c:\\Program Files\CodeBlocks\MinGW\lib\

Tn Code::Blocks accesati Settings >> Compiler... >> linker settings

Faceti click pe butonul Add in partea Link libraries, apoi rasfoiti si selectati fisierul libbgi.a
In partea dreaptd (adicd la Other linker options) scrieti urmatoarele
comenzi: -lbgi -1gdi32 -lcomdlg32 -luuid -loleaut32 -lole32

Faceti click pe OK.

YV VVV V VYV

Descrierea functiilor grafice se gdseste aici:
e  http://www.cs.colorado.edu/~main/cs1300/doc/bgi/bgi.htm

Vezi functiile grafice in CIC++ la:
o http://www.programmingsimplified.com/c/graphics.h

2. Programe pentru testarea regimului grafic in mediul CodeBlocks

| Implementare C++ Rezultatul obtinut
#include <graphics.h>
#include <winbgim.h>
int main() {
initwindow (500, 500, "Desen") ;
setcolor (WHITE) ;
setlinestyle(0,0,3);
circle (250,250,150);
circle (200,200, 10);
circle (290,200, 10);
circle (250,320, 30);
while (!'kbhit( )){
delay(100) ;
}

#include <graphics.h>
#include <winbgim.h>
int main() {
int i,x,y,radius;
initwindow (500, 500, "Cercuri");
setcolor (WHITE) ;
setlinestyle (0,0,3);
x=getmaxx () /2; y=getmaxy()/2;
for (radius=25;radius<=225;radius+=10) {
circle(x,y,radius) ;
}
while ('kbhit( )){
delay(100) ;
}
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Problema 1: Geometrie fractala. Fulgul lui Koch pentru triunghi echilateral

1. Curba Koch:

Legea de transformare - impune divizarea in trei parfi egale a dreptei, inlaturarea pdrtii centrale
si inlocuirea ei cu un triunghi echilateral fara baza. La fiecare iterafie, fiecare dreaptd se considera
independenta si i se aplica legea de transformare. Dupd un numar foarte mare de pasi se obtine o
curba continud, nederivabila, cu dimensiunea fractala D=In4/In3=1,26.

2. Fulgul Koch:

Legea de transformare — se imparte fiecare laturd a triunghiului in trei parti egale, in locul
treimii din mijloc se reprezinta cdte un triunghi echilateral, fara baza, obginandu-se o noud figura cu
6 colturi (steaua lui David) si iteratia poate continua [23].

| Implementare C++

#include <graphics.h>

#include <iostream>

#include <math.h>

using namespace std;

int L;

void rotplan(int xc,int yc, int x1, int yl,int &x,int &y,float unghi) {
= ceil (xc+ (x1-xc) *cos (unghi) - (yl-yc) *sin (unghi)) ;

ceil (yc+ (x1-xc) *sin (unghi) +(yl-yc) *cos (unghi)) ;

X
y
}
void desenez (int x1,int yl, int x2,int y2,int x3,int y3){
moveto (x1,yl) ;
lineto(div ((2*x1+x2) ,3) .quot,div((2*yl+y2) ,3) .quot) ;
lineto (x3,y3);
lineto(div ((x1+2*x2) ,3) .quot,div((yl+2*y2) ,3) .quot) ;
lineto (x2,y2) ;
}
void generator (int x1,int yl,int x2,int y2,int n,int step) {
int x,y;

rotplan(div ((2*x1+x2),3) .quot,div((2*yl+y2),3) .quot,div ((x1+2*x2) ,3) .quot,div ((yl+2
*y2) ,3) .quot,x,y,M PI/3);
if (n<step) {
generator (x1,yl,div((2*x1+x2),3) .quot,div((2*yl+y2) ,3) .quot,n+l,step) ;
generator (div ((2*x1+x2) ,3) .quot,div((2*yl+y2),3) .quot,x,y,n+l,step) ;
generator (x,y,div((x1+2*x2) ,3) .quot,div ((yl+2*y2) ,3) .quot,n+l,step) ;
generator (div ((x1+2*x2) ,3) .quot,div((yl+2*y2),3) .quot,x2,y2,n+l,step) ;
}
else desenez (x1,yl,x2,y2,x,y);
}
int main () {
int i,step=3,z=190;
initwindow (500,500, "Curba si Fulgul lui Koch");
setcolor (WHITE) ;
for (i=1;i<=step;i++) {
setlinestyle (SOLID LINE, 0, 3);
L= getmaxx()/2;
generator (130,getmaxy () -z,130+L,getmaxy () -z,1,step) ;
generator (130+L,getmaxy () -z,130+div(L,2) .quot, getmaxy()-z-
ceil (L* (sqrt(3)/2)),1,step);
generator (130+div (L,2) .quot, getmaxy ()-z-ceil (L*(sqrt(3)/2)),130,
getmaxy()-z,1,step);
}
getch() ;
closegraph() ;
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PENTRU N=3

B Curba si Fulgul lui Koch

e Generarea fractalului ,,Fulg de zapada” — initiator patrat:

e Generarea fractalului ,,Fulg de zapada” — initiator pentagon regulat:
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Problema 2: Geometrie fractala. Curba Sierpinski pentru patrat

Sierpinski a gasit o curbd care poate sa treacd prin fiecare punct al spatiului. Numim curba
Sierpinski de ordinul k curba realizatd dupd urmdtoarea regula:
1. Trece prin fiecare nod al grilei 2*2";
2. Trece prin noduri vecine ale curbei [23].

Curba Sierpinski are un element care se aplica pentru fiecare laturd a pdtratului. Pentru a construi
curba Hilbert vom avea cele 4 combinatii:

\_/
/ N

Implementare C++

#include <graphics.h>
#define n 5
#define Cadru 2048
#define SizeWin 460
int i,h,x,y; double k;
void A(int i); void B(int i); void C(int i); void D(int i);
void A(int i) {
if (i>0) {
A(i-1) ;x=x+h;y=y-h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
B(i-1) ;x=x+h;x=x+h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
D(i-1) ;x=x+h;y=y+h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k); A(i-1); }
}
void B(int i) {
if (i>0) {
B(i-1) ;x=x-h;y=y-h;lineto( (double) x*k, (double)y*k) ;
C(i-1) ;y=y-h;y=y-h;lineto( (double) x*k, (double)y*k) ;
A(i-1) ;x=x+h;y=y-h;lineto((double)x*k, (double)y*k); B(i-1); }
}
void C(int i) {
if (i>0) {
C(i-1) ;x=x-h;y=y+h;lineto ( (double)x*k, (double)y*k) ;
D(i-1) ;x=x-h;x=x-h;lineto( (double) x*k, (double)y*k) ;
B(i-1) ;x=x-h;y=y-h;lineto( (double) x*k, (double)y*k); C(i-1); }
}
void D(int i) {
if (i>0) {
D(i-1) ;x=x+h;y=y+h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
A(i-1) ;y=y+h;y=y+h;lineto( (double)x*k, (double)y*k) ;
C(i-1) ;x=x-h;y=y+h;lineto( (double) x*k, (double)y*k); D(i-1); }
}
int main () {
initwindow (500,500, "Curba Sierpinski") ;
i=0; h=div(Cadru, 4) .quot;
x=2*h; y=3*h; k=(double)SizeWin/Cadru;

do{
i=i+l; x=x-h; h=div(h, 2).quot; y=y+h;
setcolor (15) ; setlinestyle (SOLID_LINE, 1, 1);
moveto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
A (i) ;x=x+h;y=y-h;lineto( (double)x*k, (double)y*k) ;
B(i) ;x=x-h;y=y-h;lineto ((double)x*k, (double)y*k) ;
C(i) ;x=x-h;y=y+h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
D(i) ;x=x+h;y=y+h;lineto ( (double) x*k, (double)y*k) ;
getch() ;
///cleardevice () ; - curateste ecranul

}

while (! (i==n));

closegraph() ;
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PENTRU N=5, aici avem imprimate toate cele 3 etape impreund, functia cleardevice nu se
aplicd pentru acest caz.
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Problema 3: Geometrie fractala. Curba Hilbert.

Hilbert a gdsit o curbad care poate sd treacd prin fiecare punct al spatiului. Numim curba Hilbert
de ordinul k curba realizata dupa urmatoarea regula:
1. Trece prin fiecare nod al grilei 2**2";
2. Trece prin noduri vecine ale curbei [23].

Curba Hilbert are urmatoarele elemente:

ER O R I

Pentru a construi curba Hilbert in baza elementelor A, B,C si D vom avea cele 4 combinatii:

1 0 LU -
-
N ac -

Do>A>A>SB Co>Bo>BoA B>C—>C—-D A—->D—->D->C

Implementare C++
#include <graphics.h>
#define n 3
#define hO 460
int i,h,x,y,x0,y0;
void A(int i); void B(int i); wvoid C(int i); void D(int 1i);
void A(int i) {
if (i>0) {
D(i-1); x=x-h; lineto(x,y); A(i-1); y=y-h; lineto(x,y);
A(i-1); x=x+h; lineto(x,y); B(i-1); }
}
void B(int i) {
if (i>0) {
C(i-1); y=y+h; lineto(x,y); B(i-1); x=x+h; lineto(x,y):;
B(i-1); y=y-h; lineto(x,y); A(i-1); }
}
void C(int i) {
if (i>0) {
B(i-1); x=x+h; lineto(x,y); C(i-1); y=yt+h; lineto(x,y);
C(i-1); x=x-h; lineto(x,y); D(i-1); }
}
void D(int i) {
if (i>0) {
A(i-1); y=y-h; lineto(x,y); D(i-1); x=x-h; lineto(x,y):
D(i-1); y=y+h; lineto(x,y); C(i-1); }
}
int main() {
initwindow (500,500, "Curba Hilbert") ;

setcolor (15) ;
i=0; h=h0;x0=div(h, 2).quot; y0O=x0; setlinestyle(SOLID_ LINE, 1, 1);
do({

i++; h=div(h, 2).quot; x0+=div(h, 2).quot; yO+=div(h, 2).quot;
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6, aici avem imprimate toate cele 5 etape impreund, functia cleardevice nu se

x0; y=y0; moveto(x,y); A(i); getch();
aplica pentru acest caz.

///cleardevice(); - curateste ecranul

N Curba Hilbert

X
getch () ; closegraph() ;

while (! (i==n)) ;

}

PENTRU N

=) 1|| .qlll;-ll
_E_u U T F...Lr.n_.._
=00 TS

H,u oz pn

‘hﬁh_ i ﬂTﬁ@Lth..

|£=

1

rﬂ-'r"

mz--—

.

L]

&

—

[

1
AL Rkl
E--
60

I'
!
i




SARCINI PENTRU EXERSARE

Sa se scrie programe pentru fiecare curbd, afisati primele 4 iteratii.

A) Curba Sierpinski pentru triunghi, vezi mai jos primele 4 etape:

Informatii cu privire la curba Sierpinski pentru triunghi gasiti aici:
https://en.wikipedia. org/wiki/Sierpinski_curve

B) Curba Dragon, vezi mai jos primele 4 etape:

[ B B _

-

Informatii cu privire la curba Dragon gdsiti aici:
https://en.wikipedia.org/wiki/Dragon curve

C) Curba Peano-Gosper, vezi mai jos primele 3 etape:

Informatii cu privire la curba Peano-Gosper gasiti aici:
https://en.wikipedia.org/wiki/Gosper curve
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METODA TRIERII

3.1 Notiuni generale despre triere

Pe parcursul dezvoltarii informaticii s-a stabilit ca multe probleme de o reala
importanta practica pot fi rezolvate cu ajutorul unor metode standart, denumite tehnici de
programare: recursia, trierea, metoda reluadrii, metodele euristice, etc.

Definitie:
Se numegste metoda trierii o metodad ce indentifica toate solutiile unei probleme in dependenta de
multimea solutiilor posibile.

Prezentare generald
Fie P o problema, solufia careia se afla printre elementele mulfimii S cu un numadr finit de

elemente, S ={S,,S,,S;,...,S,}. Solutia se determind prin analiza fiecarui element S; din mulfimea S.

Schema generald a unui algoritm bazat pe metoda trierii poate fi redata cu ajutorul unui ciclu:

for(i=1;i<nji++){
if (SolutiePosibila(s; )) PrelucrareaSolutiei(s, );

SolutiePosibila este o functie booleana care returneaza valoarea true daca elementul s;
satisface conditiile problemei si false in caz contrar.

PrelucrareaSolutiei este un subprogram care efectueaza prelucrarea elementului selectat.
De obicei, in acest subprogram solutia s; este afigsata la ecran.

Schema de aplicare a metodei

START o e
ISialt "
U
itia problen
da
cludem x luti

B St U

elemente necercetate

) In ¢ I inS STOP
Problema prototip
Se considera numerele naturale din multimea {1, 2, 3, .., n}l. Sa se determine toate

elementele acestei multimi, pentru care suma cifrelor este egald cu un numar dat m (pentru cdte
numere K din aceasta multime).
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In particular, pentru n=100 si m=2, in multimea {0, 1, 2, ..., 100} existd 3 numere care satisfac
conditiile problemei: 2, 11 si 20. Prin urmare, K=3.

Schema de rezolvare
Pentru i de la / pdnda la n:
Se calculeaza suma cifrelor numarului i,
Daca suma cifrelor este egala cu m includem i in solutie.

Evident, multimea solutiilor posibile S = {0, 1, 2, ..., n}. fnalgoritmul ce urmeaza suma cifrelor
oricarui numar natural i, ie S, se calculeaza cu ajutorul functiei SumaCifrelor. Separarea cifrelor

ITER2]

zecimale din scrierea numarului natural “i” se efectueaza de la dreapta la stanga prin impartirea
6

numadrului “i” §i a caturilor respective la baza 10.

Particularitati de implementare
Generarea §i cercetarea consecutiva a elementelor mulfimii S.
Utilizarea subprogramelor pentru fiecare din subproblemele:

o Verificarea apartenentei elementului cercetat S; la solutie;

o Plasarea elementului curent in solutie;
o Generarea urmatorului element al mulfimii (daca e necesar).

Exemplu:
Sa se scrie un program care determind toate secventele binare de lungime n, fiecare din ele
contindnd nu mai putin de k cifre de 1.
Intrare: numere naturale n, 1<n<20, si k,unde k<n, se citesc de la tastatura.
lesire: fiecare linie a fisierului text OUT.TXT va contine cdte o secventa binara distinctd, ce
corespunde conditiilor din enungul problemei.

Analiza problemei
Numdarul secventelor binare de lungime n este 2", finit, prin urmare, pentru problema datd poate
fi aplicata metoda trierii.

Modelul matematic
Elementele multimii S pot fi interpretate ca numere {0, 1,2, ..., 2"-1}, reprezentate pe n
pozitii binare. Pentru generarea consecutiva a secventelor binare se va Utiliza formula:

S, =0; s,=5,+1=1 s,=s5+1=2; s,=s,+1=3, ...
s, =5.,+1 unde i=12,..,2"-1.

Separarea subproblemelor

Generarea secvengelor binare de lungime n

cu r, r>K unitati

Generarea Determinarea numarului de Prelucrarea
secventelor unitati in secventa curentd solutiei curente
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Algoritmul de rezolvare

Initializam variabilele n i k, fisierul de iesire, tabloul B.
Pasul 1. Cercetarea secventei curente. Se calculeaza numdrul de unitdfi (v) in secventa
curentda B
Pasul 2. Prelucrarea solutiei. Daca r > k, secventa curentd B este inscrisa in figierul de
iesire.
Pasul 3. Verificarea prezentei secventelor necercetate. Dacd r=n se inchide fisierul de iesire,
apoi STOP.
Pasul 4. Generarea secventei urmdtoare. Daca B[n]=0, atunci B[n] <1
e incazcontrar:i &n
v’ atdt timp cat B[i] = 1, repetam B[i] <0; i <i-1;
v" pentru indicele curent i B[i] <1
e Revenim la Pasul 1 /21].

Aplicatii ale metodei trierii

Metoda trierii poate fi folositd pentru rezolvarea urmatoarelor probleme din viata:
aflarea numarului minim de monede care pot fi date drept platd sau rest;
medicii deseori se confruntd cu necesitatea aplicarii metodei trierii cazurilor, cind numarul
ranitilor sau bolnavilor este foarte mare, medicul fiind suprasolicitat, in cazul unui rdazboi,
sau cdnd isi pericliteaza propria viata in cazul unei epidemii periculoase;
aflarea ariei maxime a unui lot de teren, avind la dispozitie o anumitd lungime de
sdrmd ghimpatd, spre exemplu (ca perimetru dat);
afisarea coordonatelor a doud puncte date ce au distantd minimd sau maximd, ceea ce va fi
foarte folositor daca planuim o caldtorie;
calcularea sanselor de a lua premiul mare la loterie etc.

Diferenta succinta dintre metoda trierii §i tehnica greedy

Metoda trierii Tehnica greedy
Se aplica numai in scopuri didactice sau Se aplica mai des, cu conditia ca din
pentru elaborarea unor programe simple. enuntul problemei poate fi redusd regula de

selectie direct a elementelor necesare.

Algoritmii  sunt exponentiali, ceea ce Algoritmii sunt polinomiali - cea mai
inseamnd cd necesitd foarte mult timp si folosita clasa de complexitate, ceea ce
bineinteles, resurse. inseamna cd necesitd mai putin timp Si,

bineinteles, resurse.

Observatie:
s Tehnica greedy va fi studiata intr-un capitol aparte. De aceea in acest capitol nu se va face o

abordare detaliata a tehnicii greedy.

Nota:
v’ Avantajul principal al algoritmilor bazafi pe metoda trierii consta in faptul ca programele
respective sunt relativ simple, iar depanarea lor nu necesita teste sofisticate.

v’ Metoda trierii realizeaza operatiile legate de prelucrarea datelor unor mulfimi:
—  reuniunea;
— intersectia,
— diferenta;
— generarea tuturor submultimilor;
— generarea elementelor unui produs cartezian;
— generarea permutarilor, aranjamentelor sau combinarilor de obiecte etc.
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3.2 Analiza complexitatii algoritmilor metodei trierii

Nota:

v Complexitatea temporala a acestor algorimi este determinata de numarul de elemente k din
multimea solutiilor posibile S. In majoritatea problemelor de o reald importantd practicd
metoda trierii conduce la algoritmiii exponentiali.

v’ Intrucit algoritmii exponentiali sunt inacceptabili in cazul datelor de intrare foarte
mari, metoda trierii este aplicata numai in scopuri didactice sau pentru elaborarea unor
programe al caror timp de executie nu este critic.

Exemplul 1:

Se da o matrice de dimensiuni NXM de numere naturale. Se cere determinarea unei submatrici
CU numar maxim de celule in care diferenfa intre valoarea maxima §i valoarea minimd este mai
mica decdt o valoare data K. Restrictii: 2 <N, M <150, 1 <K <1 000.

Rezolvare:

Problema consta in determinarea submatricei cu numar maxim de celule in care diferenta intre
valoarea maxima si valoarea minimd este mai mica decdt K. Vom folosi ideea de la problema cu
subsecventa de sumd maximd pe matrice, adicd vom fixa doua linii iy si i,. Acum pentru fiecare
coloana j pastram in m[j] elementul minim si in M[j] elementul maxim a[i][j] cu i, <i <i,. Astfel, la
fiecare pas trebuie acum sa rezolvam problema determinarii unei subsecvente de lungime maxima
pentru care diferenta intre elementul maxim si minim este mai mica decdt K.

Folosind un max-heap si un min-heap, putem parcurge elementele sirurilor M si m in ordine,
inserdnd la fiecare pas elemente in heap §i determindnd cea mai lungd secventa ce se termind in 1 CU
proprietatea datda. Vom tine un al 2-lea indice |, initial O, care atdta timp cdt diferenta intre elementul
maxim din max-heap cu elementul minim din min-keap este mai mare sau egala cu K, vom scoate din
heapuri elementele M[j], respectiv m[j] si il vom incrementa pe j.

Complexitate: O(N® log N). Dacd in loc de heapuri folosim deque-uri (este un acronim
neregulat al cozii cu capat dublu), atunci acest algoritm va avea complexitatea O(N®).

Exemplul 2:

Se da un sir de N numere intregi si un numar natural K. O secventd este un subgir de
numere care apar pe pozitii consecutive in sirul inifial. Se cere sa se gdseasca secventa de sumd
maxima de lungime cel pugin K. Restrictii: 1 <K <N <50 000.

Rezolvare:

Putem folosi rezolvarea liniard bazata pe programare dinamica. Vom folosi sirul sumelor
partiale SUm[], iar pentru a determina subsecventa de suma maximd ce se termind in i §i are lungimea
cel putin K trebuie sa gasim sum[j] minim astfel ca j <i - K.

Parcurgem lista, la pasul i determinam best[i] = sum[i] - min(sum[j]), j < i - K. Comparam
minimul curent cu sum[i - K] si trecem la pasul urmdtor.

Complexitate: O(N) [20].

Observatii:

% Pentru a aplica metoda trierii, in alte tari se foloseste cel mai des tipul de
algoritm Greedy, care are rolul de a construi solutia optimd pas cu pas, la fiecare pas fiind
selectat in solutie elementul care pare optim la momentul respectiv.

¢ De obicei, algoritmii bazati pe metoda Greedy sunt algoritmi polinomiali.
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3.3 Implementarea metodei trierii la rezolvarea problemelor
elementare

Problema 1: Suma elementelor din multime egali cu k

| Conditia problemei | Exemplu

Se considera numerele naturale din | Pentrun = 100 si k=10

multimea {1, 2, 3, .., n}. Sa se | Programul va afisa:

determine toate elementele acestei 19 28 37 46 55 64 73 82 91

multimi, pentru care suma cifrelor este

egald cu un numar dat k. Explicatie:
19-51+9=10

S=:28—52+8=10

37—>3+7=10

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int n,m,i,k;
int SumaCifrelor (int num) {
int s=0;
do{
s=s+num%10;
num=num/10;
}
while (num!=0) ;
return s;
}
bool SolutiePosibila (int num) {
if (SumaCifrelor (num)==m)
return true;
else return false;
}
void PrelucrareaSolutiei (int num, int &k){
cout<<num<<" "; k++;
}
int main () {
cout<< "N= "; cin >> n;
cout<< "M= "; cin >> m;
cout<< "\nElemente cu proprietatea: \"";
cout<< "Suma cifrelor numarului este "<<m<<"!\"\n\t";
for (i=1l; i<=n; ++i)
if (SolutiePosibila(i))
PrelucrareaSolutiei (i, k) ;
if (k==0) cout <<"Nu exista!";
return 0;

}

Rezultatele executiei:
N= 1000
M= 26

Elemente cu proprietatea: "Suma cifrelor numarului este 26!"
899 989 998
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Problema 2: Produsul elementelor din multime egala cu k

\ Conditia problemei \ Exemplu
Se considera numerele naturale din | Pentrun = 2000 si k=50
multimea {1, 2, 3, .., n}. Sa se | Programul va afisa:
determine toate elementele acestei 255 525 552 1255 1525 1552
multimi, pentru care produsul cifrelor
este egala cu un numar dat k. Explicatie:

255—>2-5-5=50
S=:525—55-2-5=50
552 —»5-5-2=50

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int n,m,i, k;
int ProdusulCifrelor (int num) {
int p=1;
while (num!'=0) {
p=p* (num%10) ;
num=num/10;
}
return p;
}
bool SolutiePosibila (int num) {
if (ProdusulCifrelor (num)==m) return true;
else return false;

}

void PrelucrareaSolutiei (int num, int &k){
cout<<num<<" ";
k++;
}
int main () {
cout<< "N= "; cin >> n;
cout<< "M= "; cin >> m;
cout<< "\nElemente cu proprietatea:\n";
cout<< "Produsul cifrelor numarului este "<<m<<"!\"\n\t";
for (i=1; i<=n; ++i)
if (SolutiePosibila(i))
PrelucrareaSolutiei (i k) ;
if (k==0) cout <<"Nu exista!";
return 0;

Rezultatele executiei:
N= 1000
M= 50

Elemente cu proprietatea:"Produsul cifrelor numarului este 50!"
255 525 552

Nota:
v' Pentru problemele ce wrmeaza, adaptati codul programului pentru elaborarea
subprogramelor de baza pentru vizualizarea implementarii metodei trierii in limbajul C++.
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Problema 3: Intersectia a dousi multimi A si B

Conditia problemei | Exemplu
Sa se determine multimea care | Pentru A={1, 2,3, 4,5,6,7,8} si B={3,4,5,6,7,8,9, 10}
reprezintd intersectia a doud multimi | Programul va afisa:

de numere intregi (reale). Elementele 345678
multimilor A si B vor fi introduse de la
tastatura. Explicatie:

Verificdm dacd fiecare element din multimea A
este si In multimea B, dacd careva element se
contine iIn ambele multimi, atunci acest

element il vom transcrie in multimea
solutiei, adicd C. Bine ar fi dacd solutia ar
fi reprezentatd de elemente aranjate

ascendent sau descendent.

ANB={34,5,6,7,8

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
// Intersectia a doua multimi
int main () {
int a[100],b[100],c[100],i,j,k=1,n,m;
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii A este: ";
cin>>n;
for (i=1;i<=n;i++) cin>>al[i];
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii B este: ";
cin>>m;
for (j=1;j<=m;j++) cin>>b[]j];
for (i=l;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++){
if (a[i]l==b[j]){
clkl=a[i]; k++;

}

}
cout<<"\nIntersectia multimilor: \n{ ";
for (i=1;i<=n;i++)

cout<<a[i]<<" "; cout<<"} si { ";
for (j=1;j<=m;j++)

cout<<b[j]<<" "; cout<<"} este: { ";
for (i=1; i<k; i++)

cout<<Lc[i]<<" "; coutk" }";
return O;

}
Rezultatele executiei:

Numarul de elemente al multimii A este: 8
123456738

Numarul de elemente al multimii B este: 8
345678910

Intersectia multimilor:
{12345678})si{345678910 }) este: { 345678 }

68



Problema 4: Reuniunea a douid multimi A si B

Conditia problemei | Exemplu
Sa se determine multimea care | Pentru A={1, 2,3, 4,5,6,7,8} si B={3,4,5,6,7,8,9, 10}
reprezintd reuniunea a douda multimi | Programul va afisa:

de numere intregi (reale). Elementele 12345678910
multimilor A si B vor fi introduse de la
tastatura. Explicatie:

Pentru a obtine reuniunea multimilor, vom uni
elementele ambelor multimi si vom exclude
toate elementele care se repetd. Bine ar fi
dacd solutia ar fi reprezentatd de elemente
aranjate ascendent sau descendent.

AUB={12,3,4,5,6,7,8,9,10}

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int main () {
int a[20],b[20],c[50],i,j,m,n, k=0,gasit;
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii A este: ";
cin>>n;
for (i=0;i<=n-1;i++) cin>>al[i];
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii B este: ";
cin>>m;
for (j=0;j<=m-1;j++) cin>>b[j];
for (i=0;i<=n-1;i++) {
gasit=0;
for(j=0;j<=m-1 && 'gasit;j++)
if (a[i]==b[]j]) gasit=1;
if ('gasit) clk++]=al[il];
}
cout<<"\nReuniunea multimilor: \n{ ";
for (i=0;i<=n-1;i++)
cout<<a[i]<<" "; cout<<"} si { ";
for (j=0;j<=m-1;3j++)
cout<<b[j]<<" "; cout<<"} este:\n\n{ ";
for (i=0; i<=m-1; i++)
cout<<b[i]<" ";
for (i=0; i<k; i++)
cout<<c[i]<<" "; cout<"}";
}

Rezultatele executiei:

Numarul de elemente al multimii A este: 8
123456738

Numarul de elemente al multimii B este: 8
345678910

Reuniunea multimilor:
{123456781}si{ 3456789 10} este:

{34567891012}
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Problema 5: Diferenta a doua multimi A si B

Conditia problemei | Exemplu
Sa se determine multimea care | Pentru A={1, 2,3, 4,5,6,7,8} si B={3,4,5,6,7,8,9, 10}
reprezintd diferenta a douda multimi de | Programul va afisa:

numere intregi (reale). Elementele 12
multimilor A si B vor fi introduse de la
tastatura. Explicatie:

Pentru a obtine diferenta multimilor, A-B,
vom verifica elementele ce sunt in multimea A
si nu sunt In multimea B.

Pentru a obtine diferenta multimilor, A-B,
vom verifica elementele ce sunt in multimea A
si nu sunt In multimea B.

Bine ar fi dacd solutia ar fi reprezentatd de
elemente aranjate ascendent sau descendent.

A\B={12} & B\A={9,10}

| Implementare C++

#include<iostream>

using namespace std;

int main () {
int a[20],b[20],c[50],i,j,m,n, k=0,gasit;
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii A este: ";
cin>>n;
for (i=0;i<=n-1;i++) cin>>al[i];
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii B este: ";
cin>>m;
for (j=0; j<=m-1;j++) cin>>b[]j];

for (i=0;i<=n-1;i++) {
gasit=0;
for(j=0;j<=m-1 && 'gasit;j++)
if (a[i]==b[]j]) gasit=1;
if ('gasit) clkt++]=al[i];
}
cout<<"\nDiferenta multimilor, A-B: \n{ ";
for (i=0;i<=n-1;i++) cout<<a[i]<k<" ";
cout<<"} si { ";
for (j=0;j<=m-1;j++) cout<<b[jl<<" ";
cout<<"} este: { ";
for (i=0; i<k; i++)
cout<<c[i]<<" "; cout<"}";
}

Rezultatele executiei:

Numarul de elemente al multimii A este: 8
123456738

Numarul de elemente al multimii B este: 8
345678910

Diferenta multimilor, A-B:
{12345678 1} si{345¢678910} este: {12}
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Problema 6: Generarea tuturor submultimilor

\ Conditia problemei \ Exemplu
Sa se genereze toate submultimile | Analizati cazurile pentru n=2 si n=3:
multimii A de numere intregi. Numdrul

de elementele al multimii A va fi Pentru n=2 Pentru n=3

introdus de la tastatura. ) 2 1) 3
) 1 2) 2
) 12 3) 23

4) 1

5) 13

6) 12

7) 123

o =

3

Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int a[10], n, i, S;
int main () {
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii A este: ";

cin>>n;
for (i=0; i<n;i++)
a[i]=0;
do{
a[n-1]1++;

for (i=n-1; i>=1l; i--)
if(a[i]>1) {
af[i]-=2; a[i-1]+=1;

}
S=0;
for (i=0; i<n; i++)
S+=ali];
for(i=0; i<n; i++)
if(a[i]) cout<<i+l<" ";
cout<<endl;

}

while (S<n) ;

cout<<"Multime vida!";

Rezultatele executiei:

Numarul de elemente al multimii A este: 4

wwhs
(=Y

4

3

34
Multime wvida!

FRRRREREEENNNMNDLOWS

NNNMNDWWN
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Problema 7: Produsul cartezian a doui multimi A si B

\ Conditia problemei \ Exemplu
Sa se genereze produsul cartezian a | Pentru A={1, 2, 3, 4, 5} si B={6, 7, 8,9, 10}
douda multimi A si B de numere intregi. | Programul va afisa:
Elementele multimilor A si B vor fi
introduse de la tastatura.

7). (18, 19}, {110}
1427}, {2,8}, {2,9}, {2,10},
! 3,8!, {3,9}, {310},
} 4,8}, {4,9}, {4,10},
5,8, 15,9

8}, 15,9}, {510

7}, {3.8)
AT 148
754

Explicatie:

Pentru a obtine produsul cartezian a doud
multimi A si B, vom cupla (Imperechea)
fiecare element din multimea A cu fiecare
element din multimea B

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int main () {
int i, m, n, j;
char a[20], b[20];
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii A este: ";
cin>>n;
for(i=1l; i<=n; i++) cin>>al[i];
cout<<"\nNumarul de elemente al multimii B este: ";
cin>>m;
for(j=1; j<=m; j++) cin>>b[j];
cout<<"\nProdusul cartezian, AxB: \n";
for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=m; j++)
cout<<" {"<<a[i]<<" "<<b[j]<<"}";
}

Rezultatele executiei:

Numarul de elemente al multimii A este: 8
123456738

Numarul de elemente al multimii B este: 8
9 10 11 12 13 14 15 16

Produsul cartezian, AxB:

{1 9} {1 1} {1 0} {1 1} {1 1} {1 1} {1 2} {1 1} {2 9} {2 1} {2 0O} {2 1}
{2 1} {2 1} {2 2} {2 1} {3 9} {3 1} {3 0} {3 1} {3 1} {3 1} {3 2} {3 1}
{4 9} {4 1} {4 0} {4 1} {4 1} {4 1} {4 2} {4 1} {5 9} {5 1} {5 0} {5 1}
{5 1} {5 1} {5 2} {5 1} {6 9} {6 1} {6 0} {6 1} {6 1} {6 1} {6 2} {6 1}
{7 9} {7 1} {7 0O} {7 1} {7 1} {7 1} {7 2} {7 1} {8 9} {8 1} {8 0} {8 1}
{8 1} {8 1} {8 2} {8 1}
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Problema 8: Suma numerelor prime

\ Conditia problemei \ Exemplu
Se citeste de la tastatura un numar | Pentru X=100
natural par. Sa se decida daca acesta | Programul va afisa:

poate fi scris ca §i suma de doua 100=3+97

numere prime si sd se qﬁ5eze foqte 100 =11+89

solutiile gasite (se va considera ca si 1

este numar prim). (Conjectura lui 100=17+83

Goldbach: “Orice numar par mai 100 =29+ 71

mare decat 2 este sumd a doud

numere prime.”). 100=41+59
100=47+53

Explicatie:

Numerele prime pdna la 100 sunt: 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,
53, 59, 61, €7, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
Acestea sunt numerele prime pana la 100.
Singurul numdr par din sirul de mai sus este
2, resul numerelor prime fiind impare.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
bool NumarPrim(int n) {
bool prim = true;
int i = 2;
while (i <= n/2) {
if(n $ i == 0) prim = false;
it++;
}
return prim;
}

int main () {

int n,p,q=0;
cout<<"Introduceti numarul: ";
cin>>n;

for (p =1; p<= n/2; p=p + 2){
if (NumarPrim(p)) {

q=n-p;
if (NumarPrim(q))
cout<<n<<" = "<<p<<" + "<<Kg<<endl;
}
}
return O;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul: 90

90 =1 + 89
90 = 7 + 83
90 = 11 + 79
90 = 17 + 73
90 = 19 + 71
90 = 23 + 67
90 = 29 + 61
90 = 31 + 59
90 = 37 + 53
90 = 43 + 47
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Problema 9: Factori primi

| Conditia problemei | Exemplu
Sa se descompuna un numar natural n | Pentru N=360
ca produs de factori primi. Programul va afisa:
23
32
51
Explicatie:

Considerdm toate numerele naturale Incepand
cu 2 .Pentru fiecare numdr verificam dacd
este divizor al lui n.

Dacd da, calculam multiplicitatea acestuil
divisor Iin n Impdrtind succesiv  pe n la
divizor gi calculdm numdrul de Impdrtiri
efectuate atadt timp cdt n mai are divizori.
Asadar descompunerea in factori primi a
numdrului 360 va fi: 2 ° * 37 * 51

Pentru n=30 Pentru n=420 Pentru n=3850
21 22 21
1 1 . 1 . 1 31 52
; =233 i’ — 2?.3.50. 7! y — 2'.52. 741
7 11

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int main () {
int n, m, p;
cout<<"Introduceti numarul natural: "; cin>>n;
m = n;
cout<<"Factorii primi din descomunerea lui "<<n<<" sunt:\n";
for (int d=2; d<=n/2; d++){
if (m%d==0) {

p=0;
while (m%d==0) {
p++; m/=d;

}
cout<<"\t"<<d<<"*"<<p<<endl;

}
if (m == 1) break;
}

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul natural: 360

Factorii primi din descomunerea lui 360 sunt:
2”3
372
571
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Problema 10: Numir suma de patrate perfecte

Conditia problemei Exemplu

Se citeste de la tastatura un numar | Analizati cazurile pentru n=1000 si n=5000:
natural. Sa se decidd daca acesta

poate fi scris ca §i sumd de doud Pentru n=1000 Pentru n=5000
pdtrate §i sa se afiseze toate solutiile
gdsite. 10° +30° | 10 +70%)
T 1=1000 o
18% + 26’ | 347 + 627} =5000
50* +507

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <math.h>
using namespace std;
bool verif nr(float nr){
bool patrat=false;
if ((sgrt(nr)*sqrt(nr)) == nr)
patrat=true;
return patrat;
}
int main() {
float nr, nrl, nr2=0;
cout<<"Introduceti numarul natural: ";
cin>>nr;
cout<<"Suma de patrate perfecte: \n";
for(nrl=2; nrl<=nr/2; nrl++) {
if (verif nr(nrl)){
nr2=nr-nrl;
if (verif nr(nr2))
cout<<"\t"<<nr<<"="<<sqrt (nrl)<<"*2"<<" + "<<sqgrt (nr2)<<"*2"<<endl;
}
}

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul natural: 98653210

Suma de patrate perfecte:
9.86532e+007=8022 + 990072
9.86532e+007=2260.86"2 + 9671.7*2
9.86532e+007=2403%2 + 9637.36"2
9.86532e+007=4047.23%2 + 9070.45"2
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SARCINI PENTRU EXERSARE

SETUL DE PROBLEME NR. 1

1.

9.

Se considera multimea P={ PI, P2, ..., Pn} formata din n puncte (2 < n < 30) pe un plan
Euclidian. Fiecare punct Pj este definit prin coordonatele sale Xj, Yj. Elaborati un program care
afiseaza la ecran coordonatele punctelor Pa, Pb distanta dintre care este maxima.

Se considera multimea P={ PI, P2, ..., Pn} formata din n puncte (2 < n < 30) pe un plan
Euclidian. Fiecare punct Pj este definit prin coordonatele sale Xj, Yj. Elaborati un program care
afiseaza la ecran coordonatele punctelor Pa, Pb distanta dintre care este minimd.

Avdnd la dispozitie n sdculeti cu monede Sy, S,, .... Sy, fiecare sdculet S contindnd Ny monede de
valoare V; sa se afiseze toate modalitatile de a plati o sumd datd, S folosind numai monezi din
saculete.

Se citesc doud numere naturale n si s (n<=10, s<=20). Afisati in ordine crescdtoare toate
numerele cu n cifre care au suma cifrelor egald cu s si in care oricare doua cifre alaturate au
paritate diferitd.

Exemplu: n=4, s=8 => 1016, 1034, 1052, 1070, 1214, 1232, 7010
Se citeste un cuvant s (cu cel mult 10 caractere litere mici distincte). Sa se genereze §i sa se
afiseze toate anagramele cuvantului s in care consoanele sunt puncte fixe.

Exemplu: s=alinus => alinus, alunis, ilanus, ilunas, ulanis, ulinas.

Suma numerelor nenegative a,b,c,d,e,f, g este 1. Fie S cea mai micd dintre sumele:

a) atb+c, C) c+d+e, e) e+f+g.
b) b+c+d, d) d+e+f
Sa se determine cea mai mare valoare posibild a lui s.

Suma numerelor nenegative a,b,c,d,e,f, g este 1. Fie S cea mai mare dintre sumele:

a) a+b+c, c) c+d+e, g) e+f+g.
b) b-+c+d, d) d+e+f
Sa se determine cea mai micd valoare posibila a lui s.

Doua orase A, B sunt situate respectiv la 10 km si 15 km de un rdu rectiliniu, iar proiectia
lungimii AB pe directia raului este de 20 km. Cele doua orage trebuie alimentate cu apa de la o
uzind amplasata pe marginea raului. Se cere pozitia uzinei pentru care lungimea conductelor ce o
leaga de cele doua orase sa fie minima [24)]. (Solutie: X =8 Km)

De descompus numarul 180 in suma de 3 termeni, in aga fel ca raportul a 2 termeni sd fie 1:2, iar
produsul lor sa fie maxim. (Solutie: X =40 & y =60 & z =80)

10. De gasit asa un numadr strict pozitiv, care sd fie mai mare decdt patratul sau cu o valoare maxim

posibila. (Solutie: X, :% & d, . KXow)= i)

SETUL DE PROBLEME NR. 2

1)
2)

3)

4)
5)

6)

Se citesc doua numere naturale n si k. Generati si afisati toate numerele naturale formate din n
cifre care contin exact k cifre de 1.
Se citeste un numar natural n §i apoi n culori distincte date ca siruri de caractere. Afisati toate
steagurile care se pot forma cu cate 3 culori diferite.
Presupunem ca puterea P(t) emisd la descarcarea unui dispozitiv electronic la fiecare moment
t>0este P(t)=t"-e **"* (puterea fiind mdsuratd in watz, iar timpul in secunde). Sa se afle:

e La ce moment puterea va fi maximd,

e Intre ce limite (margini) variazd puterea P(t) in intervalul de timp, t apartine /10, 20].

Sa se determine punctul de pe graficul functiei f(x)=2-N X aflat la distanta minima de punctul
A(2,0).

Intr-o sferd de raza R este inscris un con, cu aria suprafeei laterale maxima. Aflati aria
suprafetei laterale a acestui con.

Intr-o sferd este inscris un cilindru cu aria suprafetei laterale maximd. De aflat raportul dintre
raza sferei §i raza bazei acestui cilindru.
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7) Intr-o sferd este inscris un cilindru cu volumul maxim. De cite ori volumul sferei e mai mare decdt
volumul acestui cilindru.

8) Intr-o sferd de raza R este inscris un cilindru cu aria suprafetei laterale maximd. De aflat volumul
acestui cilindru.

9) Intr-un con este inscris un cilindru cu aria suprafetei laterale maximd. De aflat raportul dintre
lungimea inaltimii conului la lungimea inaltimii acestui cilindru.

10) Intr-un con este inscris un cilindru cu volumul maxim. De aflat raportul dintre lungimea razei
bazei conului la lungimea razei bazei cilindrului.

11) Prin punctul N(2; 4) este dusd o dreaptd. Punctele de intersectie a dreptei cu axele sistemului de
coordonate (x>0 si y>0) impreund cu originea sistemului de coordonate formeaza un triunghi
dreptunghic. Care este lungimea celei mai mari catete ale acestui triunghi, pentru ca aria
triunghiului sa fie minima?

12) Volumul unei prisme triunghiulare regulate este egald cu V. Sa se afle lungimea laturii bazei
prismei, astfel incat aria totald a prismei sd fie minimd.

13) Aflati laturile unui dreptunghi, perimetrul cdaruia este de 72 cm, iar aria dreptunghiului este
maxima.

14) O cutie are forma unui cilindru a carui volum este de 1 dm®.Care este lungimea razei bazei pentru
ca aria suprafetei totale sa fie minimd.

15) Dintr-o bara metalicd de forma cilindricd se obtine prin strunjire o bard paralelipipedicd. Sa se
determine dimensiunile dreptunghiului de sectiune astfel incdt pierderea de material sa fie minima

[25].

SETUL DE PROBLEME NR. 3

Conditia problemei 1 Desenul
Se da o sfera de raza R, in care este inscris un cilindru cu
aria suprafetei laterale maxima. De aflat inalfimea l |
- . D C
cilindrului. sl

Solutie:

h=RJ2 & S, =27R? < >

Conditia problemei 2 \ Desenul

Intr-o sfera e inscris un con cu volumul maxim. De v
aflat raportul dintre raza sferei si indltimea conului [26]. ’

Solutie:
R_3
H 4
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\ Conditia problemei 3 \

Intr-o  piramidd  hexagonald  regulatd  lungimea
muchiei laterale este de 1 cm. Care trebuie sa fie
lungimea laturii bazei pentru ca volumul piramidei sa fie
maxim?
Solutie:

x=R=\/gcm & Vmalecm3
3 3

Desenul

Y

Conditia problemei 4

Intr-un triunghi dreptunghic cu lungimea ipotenuzei de
24 cm §i masura unui unghi ascutit de 60° este inscris un
dreptunghi, baza caruia se afld pe ipotenuza. Care sunt
lungimile laturilor dreptunghiului, pentru ca aria
dreptunghiului sa fie maxima.

Solutie:

a=3/3cm & b=12cm & S_, =36+/3cm’

Desenul

Conditia problemei 5

Intr(un trapez isoscel, laturile laterale sunt congruente cu
baza mica a trapezului, lungimea cdruia este a m (metri)
Care este lungimea bazei mari a trapezului, pentru ca
aria trapezului sa fie maxima?

Solutie:

a=3J/3cm & b=12cm & S_, =3613cm’

Desenul

a
1

Remarca:

» Pentru problemele 1-5 din setul 3 stabiliti care va fi rezultatul daca cerinta ar fi de a

obtine valoare minima in loc de maxima.
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METODA BACKTRACKING

4.1 Notiuni generale despre backtracking

Definitie:

Backtracking este un algoritm general pentru a gasi toate (sau unele) solutii la unele probleme de
calcul, in special probleme de satisfactie de constrangere, care creste gradual candidatii la solutii si
abandoneaza un candidat (,, backtracks”) imediat ce stabileste ca acest candidat nu poate fi completat
cu o solutie valabila.

Nota:
v Metoda backtracking mai poate fi intdlnita in unele resurse ca metoda reluarii.
v’ Exista trei tipuri de probleme in baza metodei backtracking:
1. Problema deciziei - in aceasta situatie, cautam o solutie fezabild.
2. Problema de optimizare - in aceasta situatie, cautam cea mai bund solutie.
3. Problema de enumerare - in aceasta situatie, gdsim toate solutiile fezabile.
e Termenul "backtrack” a fost creat de matematicianul american D. H. Lehmer in anii '50.
Limbajul pionier de prelucrare a sirurilor SNOBOL (1962) ar fi fost primul care a
furnizat o instalatie de backtracking generald.

De exemplu, luam in considerare problema de rezolvare a Sudoku,
Incercam sa umplem cifre una cdte una. Ori de cdte ori descoperim cd
cifra curentd nu poate duce la o solutie, o eliminam (backtrack) si
incercam urmdtoarea cifra. Aceasta este mai bund decdt abordarea naiva
(genereaza toate combinatiile posibile de cifre si apoi incearca fiecare
combinatie una cdte una), deoarece scade un set de permutari ori de cdte
ori se intoarce.

Exemplul clasic de utilizare a backtracking este puzzle-ul cu opt
. regine, care solicitda toate aranjamentele a opt regine pe o tablda de sah

7| wil B ' standard, astfel incdt nici o regind sa nu atace pe niciuna. In abordarea
. %, B B |, comuna de backtracking, candidatii partiali sunt aranjamente de k regine
sl @ w0 . in primele k randuri ale consiliului, toate in randuri si coloane diferite.
. B B gg* + Orice solutie partiald care contine doud regine care se atacd reciproc
s Iy [ | ., poate fi abandonatd. Backtracking-ul poate fi aplicat numai pentru
. I B | -‘@; , problemele care admit conceptul de ,,solutie partiala de candidat” si un
. @ |, testrelativ rapid daca poate fi completat cu o solutie valida. Este inutil, de
abcde fgh exemplu, pentru localizarea unei valori date intr-un tabel neordonat.

Cu toate acestea, atunci cdnd este aplicabil, backtracking-ul este adesea mult mai rapid,
decat enumerarea fortei brute a tuturor candidatilor, deoarece poate elimina mulfi candidati cu un
singur test.

Backtracking este un instrument important pentru solutionarea problemelor de satisfactie de
constrdngere, cum ar fi cuvintele incrucisate, aritmetica verbald, Sudoku si multe alte puzzle-uri. Este
adesea cea mai convenabild (dacd nu cea mai eficientd) tehnicd pentru analizare, pentru problema
rucsacului si alte probleme de optimizare combinatorie. De asemenea, este baza asa-numitelor
limbaje de programare logica, cum ar fi Icon, Planificator si Prolog.

Backtracking-ul depinde de ,,procedurile de cutie neagra” date de utilizator, care definesc
problema de rezolvat, natura candidatilor partiali si modul in care acestea sunt extinse in candidati
completi. Prin urmare, este un metaheuristic si nu un algoritm specific - desi, spre deosebire de multe
alte meta-euristice, se garanteazd ca se gasesc toate solutiile la o problema finita intr-un timp limitat.

Descrierea metodei
Algoritmul backtracking enumera un set de candidati partiali care, in principiu, ar putea fi
completate in diverse moduri pentru a da toate solutiile posibile la problema data. Finalizarea se face

treptat, printr-o succesiune de pasi de extensie a candidatului.
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Conceptual, candidatii partiali sunt reprezentati ca noduri ale unei structuri de arbore, arborele
potential de cautare. Fiecare candidat partial este parintele candidatilor care diferd de acesta printr-o
singurd etapd de extindere, frunzele copacului sunt candidatii partiali care nu mai pot fi prelungiti.

Algoritmul backtracking parcurge acest arbore de cautare recursiv, de la raddcind in jos, in
profunzime ordine. La fiecare nod c, algoritmul verifica daca c poate fi completat cu o solutie valida.
Daca nu se poate, intregul sub-arbore inrdddcinat la c este omis (tdiat). In caz contrar, algoritmul (1)
verifica dacd c in sine este o solutie valabila si, daca este, il raporteaza utilizatorului; si (2) enumerad
recursiv toate sub-arborii din c. Cele doud teste si copiii fiecarui nod sunt definiti prin proceduri date
de utilizator.

Prin urmare, arborele de cautare efectiv traversat de algoritm este doar o parte a arborelui
potential. Costul total al algoritmului este numdrul de noduri ale arborelui, efectiv, de mai multe ori
costul obtinerii si procesarii fiecarui nod. Acest fapt trebuie luat in considerare atunci cand alegeti
arborele de cautare potential si implementati testul de tdiere.

Observatii:

« Pornind de la strategiile clasice de parcurgere a spatiului de stari, algoritmii de tip
backtracking, practic, enumera un set de candidati partiali, care dupa completarea definitiva,
pot deveni solutii potentiale ale problemei initiale.

« Exact ca strategiile de parcurgere in ldtime/addncime si backtracking-ul are la baza

expandarea unui nod curent, iar determinarea solutiei se face intr-o maniera incrementald.
¢ Prin natura sa, backtracking-ul este recursiv, iar in arborele expandat top-down se aplicd

operatii de tipul pruning (taiere) daca solutia partiala nu este valida.
Cum se poate determina dacd o problemd poate fi rezolvati folosind Backtracking?

In general, fiecare problemd de satisfactie, care are constrangeri clare si bine definite asupra
oricarei solutii obiective, care construieste treptat un candidat la solutie si abandoneaza un candidat
(,, backtracks”) imediat ce determina ca candidatul nu poate fi completat in mod valabil, solutia, poate
fi rezolvata prin Backtracking.

Cu toate acestea, majoritatea problemelor care sunt discutate pot fi rezolvate, folosind alti
algoritmi cunoscuti, precum programare dinamica sau tehnica Greedy, in complexitatea timpului
logaritmic, liniar, liniar-logaritmic, in ordinea mdarimii de intrare.

Prin urmare, depasiti algoritmul de backtracking in toate privintele ( deoarece algoritmii de
backtracking sunt in general exponentiali atat in timp, cdt si in spatiu). Cu toate acestea, mai raman
cdteva probleme, care au doar algoritmi de backtracking care sa le rezolve pana acum [19].

Exemple:

1. Luati in considerare o situatie in care aveti trei cutii in fata dvs. si doar una dintre ele are o
moneda de aur in ea, dar nu stiti care dintre ele. Deci, pentru a obtine moneda, va trebui sa
deschideti toate cutiile una cdte una. Mai intdi veti verifica prima cutie, dacd nu contine
moneda, va trebui sd o inchideti si sa verificati a doua cutie si asa mai departe pand gasiti
moneda. Aceasta este ceea ce numim backtracking, care se aplica pentru a rezolva toate sub-
problemele una cdte una pentru a ajunge la cea mai bund solutie posibila.Considerati
exemplul de mai jos pentru a intelege mai formal abordarea Backtracking,

2. Dat fiind o instantd a unor probleme de calcu/ P si date D corespunzatoare fiecdrei instante.
Toate constrangerile care trebuie satisfacute pentru a rezolva problema sunt reprezentate de
C. Un algoritm de backtracking va functiona astfel:

Algoritmul incepe sd creeze o solutie, incepdnd cu un set de solutii vide S, adica S = {}.

1. Adaugati la S prima miscare care ramane in continuare (Toate mutarile posibile sunt adaugate la
S una cdte una). Aceasta creeaza acum un nou sub-arbore in arborele de cautare al algoritmului.

2. Verificati daca S + s indeplineste fiecare dintre constrangerile din C.
e Daca da, atunci sub-arborele este ,, eligibil” pentru a adauga mai multi ,, copii”.
o In rest, intregul sub-arbore nu este inutil, deci recurgeti la pasul 1 folosind argumentul S.

3. In cazul , eligibilitatii” sub-arborelui nou format, recurgeti la pasul 1, folosind argumentul S + s.
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4. Daca se verifica S + s, se intoarce cd este o solutie pentru toate datele D. lesirea si incheierea
programului. Dacd nu, atunci intoarceti cd nici o solutie nu este posibild cu curentul s §i,
prin urmare, aruncati-1.

Pseudocod

Pentru a aplica backtracking la o anumita clasa de probleme, trebuie sa furnizati datele P
pentru instanta particulara a problemei care urmeaza sa fie rezolvatd si sase parametri
procedurali, root, resping, acceptati, intdi, urmatorul si iesire. Aceste proceduri ar trebui sa ia
datele de instanta P ca parametru si ar trebui sd faca urmatoarele:

o root (P): returneaza candidatul partial la raddcina arborelui de cautare.
respinge (P,c): returneaza adevarat numai daca candidatul partial ¢ nu merita completat.
acceptd (P, C): returneazd adevarat dacd c este o solutie a lui P si fals in caz contrar.
prima (P, €): generati prima extensie a candidatului c.
urmatorul (P,s): generati urmdtoarea extensie alternativa a unui candidat, dupd extensia S.
iesire (P, ¢): folositi solutia ¢ din P, dupa cum este cazul aplicatiei.

Tipuri de probleme

Exemple in care backtracking poate fi utilizat pentru a rezolva puzzle-uri sau probleme includ:
e Puzzle cum ar fi: problema celor opt regine, cuvinte incrucisate, aritmetica verbald, Sudoku
si Peg Solitaire.
e Probleme de optimizare combinatorie, cum ar fi: analiza si problema rucsacului.
Limbaje de programare logica precum: Icon, Planificator si Prolog, care utilizeazd
backtracking-ul intern pentru a genera rdaspunsuri.

Labirint Peg Solitaire . Backgammon

L
IIIIIII_|II—|—|‘EL

%H%I—H.ﬂ

I 1
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4.2 Analiza complexititii algoritmului metodei backtracking

Complexitatea  temporalid este de O(BY), iar cea spatiald O(d), unde B este factor
de ramificare (numdarul mediu de stari posibil ulterioare in care nodul curent poate fi
expandat) si d este addncimea solutiei.

Cum determinam complexitatea pe un algoritm backtracking recursiv?

Exemplul 1: ]
Se da un numar N. Sa se genereze toate permutdrile multfimii formate din toate ‘ ‘

numerele de la 1 la N. ‘ ’
Nota: ‘ ‘

v’ Pentru n=3 obtinem rezultatele din imaginea alaturata.
v’ Numarul total de permutatii posibile sunt in total 6. ‘ '

Backtracking (algoritmul in cazul general)
Solutia va avea urmdtoarele complexitati: ) ‘ ‘
A.Complexitate temporala: T(n)=0(nn!)=0(n!)
o Explicatie: Complexitatea generarii permutarilor, O(n)O(n!), se
inmulteste cu complexitatea copierii vectorilor solutie si domeniu, precum si a stergerii
elementelor din domeniu, O(n).
B. Complexitate spatiald: S(n)=0(n?)
e Explicatie: Fiecare nivel de recursivitaze are propria lui copie a solutiei si a domeniului.
Sunt n nivele de recursivitate, deci complexitatea spatiald este O(n#n)= O(n?).

Backtracking (taierea ramurilor nefolositoare)
Solutia va avea urmatoarele complexitati:
A. Complexitate temporala : T(n)=0(n=n!)=0(n')
o FExplicatie: Complexitatea generarii permutarilor, O(n!), se inmulteste cu complexitatea
iterarii prin domeniu, O(n).
B. Complexitatea spatiala: S(n)=0(n)
e Explicarie: Toate nivelele de recursivitate folosesc aceeasi solutie si acelasi domeniu.

Observatii:
% Aceasta solutie este optima si are complexitatea temporala T(N)=0(nY). Nu putem sa obtinem
o solutie mai bund, intrucat trebuie sa generam n! permutari.
% De asemenea, este optima si din punct de vedere spatial, intrucdt trebuie sa avem S(n)=0(n),
din cauza stocarii permutarii generate.

Exemplul 2: 12345
Se dau numerele N si K. Sa se genereze toate combinarile multimii ( ) (AZ3l)
formate din toate numerele de la 1 la N, luate cdte K. . 1%; .
Nota: 1% E
v’ Pentru n=5 si k=3 obtinem rezultatele din imaginea alaturata. %gg
v’ Numarul total de combinatii posibile sunt in total 10. 235
245
343

Backtracking (taierea ramurilor nefolositoare)
Solutia va avea urmatoarele complexitati:
A. Complexitate temporala: T(n)=0O(Combinari(n,k))
B. Complexitate spatiald: S(n)=0(n+k)=0(n)
e Explicatie: Deoarece k<=n, deci O(n+k)=0(n) [20].
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4.3 Forme specifice ale metodei backtracking

Ca orice algoritm in care sunt prezente instructiuni repetitive, algoritmul backtracking poate fi
reprezentat intr-o maniera recursiva sau iterativa (nerecursiva). Vom opta pentru varinata iterativd.

Generarea permutarilor. Se citeste un numadr natural n. Sa se genereze toate permutarile
multimii {1, 2, 3, ....n}.Generarea permutarilor se va face tindnd cont ca orice permutare va fi
alcatuita din elemente distincte ale multimii A. Din acest motiv, la generarea unei permutdri,
vom urmadri ca numerele sa fie distincte. Metoda Backtracking se poate implementa in doud
moduri relativ asemandtoare.

Nota:
v In cazul variantei recursive rutina BackRecl se defineste ca o functie recursivi cu parametrul
k (nivelul curent din stiva). Urcarea in stivd se face prin autoapelul functiei BackRecl cu o
noud valoare pentru k.
v’ Generarea potentialilor candidati la solutie se face printr-o instructiune for care parcurge
valorile posibile de la limita inferioard la limita superioara.

Varianta recursiva Varianta iterativa
#include <iostream> #include<iostream>
using namespace std; using namespace std;
int x1[100], nl, nrsoll=0; typedef int stiva[100];
void Afisare() { int n,k,ev,as,nr=0;
int i; stiva st;
for(i=1;i<=nl;i++) void init () {
cout<<xl[i]<<" "; st[k]=0;
cout<<endl; }
nrsoll++; int succesor () {
} if (st[k]l<n) {
int Valid(int k) { st[k]=st[k]+1l; return 1;
int i; }
for(i=1;i<=k-1;i++) else return O0;
if (x1[k]==x1[i]) return O; }
return 1; int valid(){
} for (int i=1;i<k;i++)
void BackRecl (int k) { if (st[k]==st[i])
int i; return 0;
for(i=1;i<=nl;i++) { return 1;
x1[k]=i; }
if (Valid(k)) int solutie(){
if (k==nl) Afisare(); return k==n;
else BackRecl (k+1) ; }
} void tipar () {
} for (int i=l;i<=n;i++)
int main () { cout<<st[i]<<" "; cout<<endl;
cout<<"Introduceti valoarea lui n: nr++;
" }
cin>>nl; void backtrack () {
cout<<"Permutarile primelor "<<nl<<" k=1;
numere naturale (n<100)"<<endl; init();
BackRecl (1) ; while (k>0) {
cout<<"Numar solutii: "; as=1l; ev=0;
cout<<nrsoll<<endl; while(as && 'ev) {
return 0; as=succesor() ;
} if (as) ev=valid();
}
if (as)
if (solutie()) tipar();
else {
k++; init();
}
else k--;
}
}
int main () {
cout<<" Introduceti valoarea lui n:
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cin>>n;

cout<<"Permutarile primelor "<<n<<"
numere naturale (n<100)"<<endl;

backtrack() ;

cout <<"Numar solutii: "<<nr<<endl;

Introduceti valoarea lui n: 3 Introduceti valoarea lui n: 3
Permutarile primelor 3 numere naturale Permutarile primelor 3 numere naturale
(n<100) (n<100)

123 123

132 1 2

213 213

231 231

312 312

321 321

Numar solutii: 6 Numar solutii: 6

Observatii:
% Metoda Backtracking are ca rezultat obtinerea tuturor solutiilor problemei. In cazul in care se

cere o singurd solutie se poate forta oprirea, atunci cand a fost gdsitd.

% Problemele rezolvate prin aceastd metoda necesita un timp indelungat. Din acest motiv, este

bine sa utilizam metoda numai atunci cand nu avem la dispozitie un alt algoritm mai eficient.
Cu toate ca exista probleme pentru care nu se pot elabora alfi algoritmi mai eficienti, metoda
backtracking trebuie aplicatd numai in ultimd instanga [21].

Probleme de generare. Oportunitatea utilizdrii metodei backtracking.

Problemele care se rezolva prin metoda backtracking pot fi impartite in mai multe grupuri

de probleme cu rezolvari asemanatoare, in functie de modificarile pe care le vom face in algoritm.

Principalele grupuri de probleme sunt:

probleme in care vectorul solutie are lungime fixa si fiecare element apare o singura data in
solutie;

probleme in care vectorul solutie are lungime variabila §i fiecare element poate sa apara de
mai multe ori in solutie;

probleme in plan, atunci cdnd spatiul in care ne deplasam este un tablou bidimensional.

Vom prezenta in cele ce urmeaza cdteva probleme care fac parte din primul grup. Cele mai cunoscute

sunt:

Nota:

generarea permutarilor unei multimi;

generarea aranjamentelor unei mulfimi;

generarea submultimilor unei mulfimi;

generarea submultimilor cu m elemente ale unei multimi (combindri);

generarea produsului cartezian a n mulfimi;

generarea tuturor secvenfelor de n (par) paranteze care se inchid corect;

colorarea tarilor de pe o harta astfel incdt oricare doud tari vecine sa aiba culori diferite, etc.

v’ Toate problemele din acest grup au particularitatea ca solutia se obtine atunci cdnd
vectorul solutie ajunge sa contind un anumit numadr de elemente.
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44 Implementarea metodei backtracking la rezolvarea
problemelor elementare

Problema 1: Aranjamente

| Conditia problemei Exemplu
Formula generala: Pentru n = 3 si m=2 programul va afisa:
K n!
=n(n-1)..(k-n+l)=——
A =n(-D.. (ke = T

Formula generala recursiva:
A =n(n-1)- A", pentru vk e[1,n].

Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int st[20],n,k;
void init () {
int i;
cout<<"Introduceti numerele naturale n si k: \n"; cin>>n>>k;
for(i=1;i<=n;i++)
st[i]=0;
}
void tipar (int p) {
int j;
for (3=1;j<=p;j++)
cout<<"\t"<<st[j]<<" "; cout<<endl;
}
int valid(int p){
int i,ok;
ok=1;
for (i=1;i<p;i++)
if (st[p]==st[i])ok=0;
return ok;
}
int solutie(int p){
return (p==k);
}
void bkt (int p){

int val;
for (val=l;val<=n;val++){
st[pl=val;

if (valid(p))
if (solutie(p)) tipar(p);
else bkt(p+l);
}
}
int main() {
init();
cout<<"Aranjamente din "<<n<<" elemente luate cate "<<k<<endl;
bkt (1) ;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti numerele naturale n si k:

2 2

Aranjamente din 2 elemente luate cate 2
1 2
2 1
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Problema 2: Combinari

| Conditia problemei Exemplu
Formula generala: Pentru n = 3 si m=2 programul va afisa:
k 1 1 2
C::i:L,unde p [0, n]. 13
B, kl(n-k)! 53

Formula generala recursiva:
Cl=CK, +Ck, pentru vk e[1,n].

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int st[20],n,k;
void init() {
cout<<"Introduceti numerele naturale n si k: \n"; cin>>n>>k;
for (int i=l;i<=n;i++) st[i]=0;
}
void tipar (int p) {
for (int j=1;j<=p;j++)
cout<<"\t"<<st[j]<<" "; cout<<endl;
}
int valid(int p) {
for(int i=1;i<=p-1;i++)
if(st[i]>=st[p]) return 0;
return 1;
}
int solutie(int p){
return (p==k);
}
void bkt (int p){
for(int val=l;val<=n;val++) {
st[p]l=val;
if (valid(p)==1)
if (solutie(p)) tipar(p):;
else bkt (p+l);
}
}
int main () {
init();
cout<<"Combinari din "<<n<<" elemente luate cate "<<k<<endl;
bkt (1) ;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti numerele naturale n si k:
6 4
Combinari din 6 elemente luate cate 4
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BB WWWERWWWNNNNNN
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Problema 3: Partitiile unui numéar natural

Conditia problemei
Fie n>0, natural. Sa se scrie un program
care sa afiseze toate partitiile unui numar
natural n. Numim partitie a unui numar
natural nenul n o multime de numere
naturale nenule {pl1, p2, .., pk} care
indeplinesc conditia pl+p2+ ...+pk = n.

Exemplu

Pentru n = 4 programul va afisa:
4 =1+1+1+1

4=1+1+2
4=1+3
4=2+2
4=4

#include<iostream>
using namespace std;
int n, ns,sol[20];
void afis(int 1) {
ns++;
cout<<"Solutia "<< ns<<" \t";
for(int i=1;i<=1l;i++) cout<<sol[i]<<"
cout<<endl;
}
void back(int i, int sp) {
int j;
if (sp==n) afis(i-1);
else
for (j=1;j<=n-sp;j++)
if (j>=sol[i-1]) {
sol[i]=j;
back (i+1, sp+j):
}
}
int main () {
cout<<"Introdu un numar natural:
ns=0;
back (1,0);
cout<<endl;
cout<<"TOTAL

"<<ns<<" SOLUTII";

}

| Implementare C++

"w.
’

";cin>>n;

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 6
Solutia : 111
Solutia 12
Solutia 3

Solutia 2

Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia

WERNRRR

WARNUNRRRRR
N

HFHOOJOUILBWNR
OWNNRRERRERERRR

0 :
1 .

TOTAL 11 SOLUTII
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Problema 4: Combinatii a k paranteze rotunde care se inchid corect

Conditia problemei Exemplu
Se citeste de la tastaturd un numar natural k | Pentru k = 6 programul va afisa:
par, k<50. Sa se genereze si sa se afiseze | 1 O
toate combinatiile de k paranteze rotunde | 2 O
care se inchid corect. 3: (NO
4-
5

OO)
000

Implementare C++

#include<iostream>

using namespace std;

int x[10],n,ns;

void scriesol(){
ns++;
cout<<"Solutia "<< ns<<" : \t";
for(int j=1;j<=n;jt++)
if(x[j]==1) cout<<")";
else cout" (";
cout<<endl;

int cond(int k) {

int i,pi=0,pd=0;

for (i=1;i<=k;i++)

if (x[1]==0) pd++;

else pi++;

return (pd<=n/2 && pi<=pd) ;
}
void back (int k) {

int i;

for (i=0;i<=1;i++) {

x[k]=1i;
if (cond(k))
if (k==n) scriesol();
else back (k+1) ;

}
}
int main () {

cout<<"Introduceti un numar natural: ";cin>>n;

back (1) ;

cout<<endl;

cout<<"TOTAL "<<ns<<" SOLUTII";

}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 8
Solutia 3 (Cc0))))

Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia
Solutia :
Solutia 10 :
Solutia 11 :
Solutia 12 :
Solutia 13 :
Solutia 14 :

CoOoJdJoUldWNR

AN A~~~ o~

0 0)
(0) 0
(0))(
0C0)
000
00)(
) (0
0)0(
) (CQO)
) (OO
) (O)(
)OO
)OO

N N e e e N N S N N N N

TOTAL 14 SOLUTII
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Problema 5: Descompunerea lui k — natural ca suma de numere naturale consecutive

| Conditia problemei Exemplu
Se citeste un numar natural K. Sa se afiseze | Pentru k=15 programul va afisa:
toate modalitatile de a-1 descompune ca suma 1+2+3+4+5
de numere naturale consecutive. Daca acest 4+5+6
lucru nu este posibil, se va afisa mesajul 7+8
“Imposibil . Pentru k=8 programul va afisa:
“Imposibil”.

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int n, ns,sol[20];
void afis(int 1) {
int i;
ns++;
for(i=1;i<=1;i++)
cout<<sol[i]<<" ";
cout<<endl;
}
void back(int i, int sp) {
int j;
if (sp==n && i>2) afis(i-1);
else
for(j=sol[i-1]+1;j<=n-sp;j++)
if (j==sol[i-1]1+1 || i==1) {
sol[i]=3;
back (i+1, sp+j):
}
}
int main() {
cout<<"Introduceti un numar natural: ";
cin>>n;
ns=0;
back (1,0);
if (ns==0) cout<<"Imposibil"; cout<<endl;
cout<<"TOTAL "<<ns<<" SOLUTII";
}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 333

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
33 34 35 36 37 38 39 40 41

53 54 55 56 57 58

110 111 112

166 167

TOTAL 5 SOLUTII

89



Problema 6: Rate si giini

| Conditia problemei Exemplu

In curtea lui mos Zorel se afld n gdini si m | Pentru n=2 si m=2 programul va afisa:
rate. Sa se aranjeze in toate modurile cele n GGRR

gdini si m rate astfel incat nici 0 gaina Sa nu GRRG

fie asezata intre doua rate. RGGR

RRGG

Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int x[100] ,pus[100] ,n,m,nr=0;
void aranjare() {
for(int i=1l;i<=n+m;i++)
if(x[i]==1) cout<<"G ";
else cout<<"R ";
cout<<endl; nr++;

int conditie (int k) {
int c=0,p=0,i;
for(i=1;i<=k;i++)
if(x[1i]==0) c++;

else p++;

if(p>n || c>m) return O;

if (k>=3) if(x[k-2]==0 && x[k-1l]==1 && x[k]==0) return O;
return 1;

}
void btk (int k) {
for(int i=1;i>=0;i--){
x[k]l=i;
if (conditie(k))
if (k==n+m) aranjare();
else btk (k+1);
}
}

int main () {

cout<<"Introduceti doua numere naturale: ";cin>>n>>m;cout<<endl;
cout<<"Pentru "<<n<<" gaini si "<<m<<" rate avem aranjarile:\n";
btk (1) ;

cout<<endl; cout<<"TOTAL "<<nr<<" SOLUTII";

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti doua numere naturale: 3 4
Pentru 3 gaini si 4 rate avem aranjarile:

GGGRRRR
GGRRRRG
GRGGRRR
GRRGGRR
GRRRGGR
GRRRRGG
RGGGRRR
RGGRRRG
RRGGGRR
RRGGRRG
RRRGGGR
RRRGGRG
RRRRGGG
TOTAL 13 SOLUTII
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Problema 7: Anagramele unui cuvant

Conditia problemei Exemplu
Se citeste un cuvant format doar din litere | Pentru s="abac” programul va afisa:
mici distincte. Sa se genereze anagramele
acestui cuvant. abac abca aabc aacb acba acab baac baca
baac baca bcaa bcaa aabc aacb abac abca
acab acba caba caab cbaa cbaa caab caba

Avem in total 24 de solutii

| Implementare C++

#include<iostream>
#include<string.h>
using namespace std;
int x[100] ,pus[100] ,n,nr=0;
char s[100];
void afiseaza(){
for(int i=1l;i<=n;i++)
cout<<s[x[i]-1];
cout<<endl;
nr++;
}
void btk (int k) {
for(int i=1l;i<=n;i++)
if ('pus[i]){
x[k]=i; pus[i]=1;
if (k==n) afiseaza();
else btk (k+1) ;
pus[i]=0;
}
}
int main () {
cout<<"Introdu un cuvant: ";cin>>s;
n=strlen(s) ;
cout<<endl;
cout<<"Anagramele cuvantului "<<s<<" sunt: \n";
btk (1) ;
cout<<endl;
cout<<"TOTAL "<<nr<<" SOLUTII";

}

Rezultatele executiei:

Introduceti un cuvant: abc

Anagramele cuvantului abc sunt:
abc
acb
bac
bca
cab
cba

TOTAL 6 SOLUTII
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Problema 8: Constructia segmentelor

| Conditia problemei Exemplu
Se dau in plan n puncte albe si n puncte | Pentru datele de intrare:
negre prin coordonatele lor intregi. Fiecare 2
punct alb trebuie unit cu un singur punct 12
negru pentru a forma n segmente care sa nu 13
se intersecteze, fiecare segment avind o 21
extremitate un punct alb si cealalta - un 23
punct negru. Se obtin segmentele:
(1’2)'(2’1)
(1’3)'(2’3)

| Implementare C++

#include <iostream>

using namespace std;

struct punct({
int x,y;

}:

int x[100], p[100], n,s; punct a[100], b[100];

void citire(punct a[],punct b[],int &n) {
cout<<"Introduceti un numar natural: ";cin>>n;
for(int i=1;i<=n;i++) cin>>a[i].x>>a[i].y’
for(int i=1;i<=n;i++) cin>>b[i].x>>b[i].y;

}

void afis(int n) {

for (int i=1;i<=n;i++) cout<<" ("<<a[i] .x<<" ,"<<a[i] .y<<") -
("<<b[x[i]].x<<","<<b[x[i]].y<<")"<<endl;
cout<<endl;

}
//pozitia lui c fata de dreapta a-b

int dreapta(punct a, punct b, punct c){

return (c.x-a.x)*(b.y-a.y)-(c.y-a.y)*(b.x-a.x);
}
int corect(int k) {

for(int i=1;i<k;i++)

if (dreapta(a[i] ,b[x[i]],al[k]) *dreapta(a[i] ,b[x[i]],b[x[k]])<0 &&
dreapta(al[k] ,b[x[k]],a[i]) *dreapta (a[k] ,b[x[k]] ,b[x[i]])<0) return 0;

return 1;
}
void back (int x[],int k) {

int i;

for (i=1;i<=n;i++)

if('plil){

x[k]=i; p[i]=1;
if (corect(k))
if (k==n) afis(k);
else back(x,k+1l); p[i]=0;

}
}
int main () {

citire(a,b,n);

cout<<"Se obtin segmentele:"<<endl;

back(x,1); return O;

}
Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 2
12

13

2 3

21

Se obtin segmentele:
(1,2)-(2,1)

(1,3)-(2,3)
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Problema 9: Drapele din trei culori diferite

| Conditia problemei Exemplu
Se citeste un numar natural n si apoi n culori | Pentru datele de intrare:
distincte date ca giruri de caractere. Afisafi 3
toate drapelele care se pot forma cu cate 3 GREEN
culori diferite. BLACK
BROWN

Se obtin drapelele:
GREEN BLACK BROWN
GREEN BROWN BLACK
BLACK GREEN BROWN
BLACK BROWN GREEN
BROWN GREEN BLACK
BROWN BLACK GREEN

Implementare C++

#include<iostream>

using namespace std;

int x[100] ,pus[100] ,n,nr=0;

char s[30][30];

void afisare() {
for (int i=1;i<=3;i++) cout<<"\t"<<s[x[i]]:
cout<<endl;
nr++;

}
void btk (int k) {
for(int i=l;i<=n;i++)
if ('pus[i]){
x[k]=i; pus[i]=1;
if (k==3) afisare();
else btk (k+1) ;
pus[i]=0;
}
}
int main () {
cout<<"Introduceti un numar natural: ";cin>>n;
cout<<"Introduceti cele "<<n<<" culori:\n";
for(int i=1l;i<=n;i++) cin>>s[i];
cout<<"Drapelele formate din "<<n<<" culori aranjate cate 3 sunt: \n";
btk (1) ;
cout<<endl;
cout<<"TOTAL "<<nr<<" SOLUTII";

}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 3

Introduceti cele 3 culori:

GREEN

BLACK

BROWN

Drapelele formate din 3 culori aranjate cate 3 sunt:
GREEN BLACK BROWN
GREEN BROWN BLACK
BLACK GREEN BROWN
BLACK BROWN GREEN
BROWN GREEN BLACK
BROWN BLACK GREEN

TOTAL 6 SOLUTII
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Problema 10: Patrat magic de numere

| Conditia problemei Exemplu
Un patrat cu latura n este numit magic daca | Pentru datele de intrare:
este format din numerele de la 1 la n*n si 3
suma pe fiecare linie, pe fiecare coloand, | Se obtine urmatorul patrat magic :
precum si pe cele 2 diagonale este constanta. 276
951
438
#include<iostream>

using namespace std;
int n,p[100],a[10][10],s,gata;
void afis() {
for(int i=1;i<=n;i++) {
for(int j=1;]j<=n;j++) cout<<"\t"<<a[i][j]; cout<<endl;
}
cout<<endl;gata=1;

int sumap(int i,int j){
int s=0; for (int k=1;k<=j;k++) s=s+a[i] [k]; return s;

int sumal (int i) {
int s=0; for(int j=1;j<=n;j++) s=s+a[i] [j] ; return s;

int sumac(int j) {
int s=0; for(int i=1;i<=n;i++) s=s+a[i][]j]; return s;

int sumad2 () {
int s=0; for(int i=l;i<=n;i++) s=s+a[i][n+l1l-i]; return s;

int sumadl () {
int s=0; for(int i=l;i<=n;i++) s=s+a[i][i]; return s;

int bun(int i, int j){
if (sumap(i,j)>s) return 0; if(j==n) if (sumal(i)'!'=s) return O0;
if (i==n) if(sumac(j)'=s) return O;
if (i==n && j==1) if(sumad2 () !=s) return O0;
if (i==n && j==n) if(sumadl () !'=s) return 0; return 1;
}
void back(int i, int j){
if ('gata)
for (int v=1l;v<=n*n;v++)
if ('plvl){
al[i] [j]1=v; plv]=l;
if (bun(i,3))
if (i==n&&j==n) afis();
else if(j<n) back(i,j+1); else back(i+l,1); p[v]=0;
}
}
int main () {
cout<<"Introduceti un numar natural: ";cin>>n;
s=n* (n*n+1) /2; gata=0;
cout<<"Patratul magic de dimensiunea "<<n<<" este: \n";
back(l,1); return O;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural: 4
Patratul magic de dimensiunea 4 este:

1 2 15 16
12 14 3 5
13 7 10 4
8 11 6 9
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SARCINI PENTRU EXERSARE

SETUL DE PROBLEME NR. 1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sa se afiseze toate solutiile ecuatiei in multimea numerelor naturale: 3x+y+4xz=100.

Folosind metoda backtracking sd se genereze in ordine lexicograficd cuvintele de cdte patru litere
din multimea A={a,b,c,d e}, cuvinte care nu contin douda vocale alaturate. Primele 8 cuvinte
generate sunt, in ordinea: abab, abac, abad, abba, abbb, abbc, abbd, abbe.

Sa se determine toate cuvintele ce contin numai literele a,b,c de lungime 10 care contin exact 3
simboluri 'a’; 4 simboluri 'b' si 3 simboluri 'c’.

Sa se determine toate numerele in baza 8 de lungime 10 care contin cel mult 5 cifre de 7 si exact 3
cifre de 0.

rearanjare in cerc.
Se cer toate solutiile de agezare in linie a m cdini i n pisici astfel incdt sa nu existe o pisica intre
doi cdini.
Se citeste un numar. Sa se genereze toate numerele avand aceleasi cifre ca el. Care este cel mai
mare?
Sa se genereze toate:

A. triunghiurile de perimetru n, afisati lungimile celor 3 laturi;

B. patratele de perimetru n, afisati lungimile celor 4 laturi;

C. pentagoanele de perimetru n, afisati lungimile celor 5 laturi.
Sa se genereze toate numerele de lungime n formate:

A. doar cu cifre pare;

B. doar cu cifre impare;

C. doar cu cifre prime.
Scrieti un program care sd afiseze toate numerele de n (n<=10) cifre, formate numai din cifre
distincte si care sunt divizibile cu 5.
Fiind data o multime de n cuburi, fiecare cub fiind caracterizat de lungimea laturii si culoarea sa.
Sa se scrie un program care sd genereze toate turnurile care se pot forma cu p cuburi astfel incat
doua cuburi vecine sa nu aiba aceeasi culoare, iar deasupra unui cub sa nu se poata aseza un cub
cu latura mai mare.
O persoana a uitat numarul de telefon al unui prieten. Stie doar ca numarul are 6 cifre, incepe cu
4 si contine 3 zerouri dintre care doua sunt alaturate. Afisati toate variantele pe care trebuie sa le
incerce pentru a vorbi cu prietenul sau.
O persoand a uitat codul PIN de la telefon. Stie doar ca codul avea 4 sau 6 cifre, incepe cu 9 §i
contine 2 Zerouri care nu sunt alaturate. Afisati toate variantele pe care trebuie sa le incerce
pentru a debloca telefonul sau [27].

SETUL DE PROBLEME NR. 2

Problema 1 Date de intrare | Date de iesire
Se da un numar natural s cu cel mult 9 cifre. Afisati in | 30 235

ordine lexicograficd, toate modalitatile de a-1 scrie pe _?4, 12

s ca produs de divizori proprii distincti ai lui s. 5 6

Problema 2 Date de intrare Date de iesire
Se citeste un cuvant s (cu cel mult 10 caractere litere | cosmin co cs cm ci cn
mici distincte) §i un numadr natural n (n<=10). Sa se 4 ©s om oi on
genereze §i sa se afiseze toate cuvintele care se pot in

obtine din s elimindnd exact n litere.
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Problema 3 Date de intrare Date de iesire

Se citeste un numar natural n, unde n<lI0 si apoi o | 3 Se vor genera
mulfime A cu n elemente naturale ordonate crescitor. | * 4 €7 2 permutdrile in
DA . . y .. care 4 si 6 nu isi
Afisati in ordine lexicografica toate permutarile modifici pozitia,
multimii A in care elementele pare sunt puncte fixe. veti obtine 6
soluti.
Problema 4 Datedeintrare =~ Date de iesire
Se citesc n numere naturale. Determinati o aranjare a | © 124853
. A A 183254
acestor numere sub forma unui cerc, astfel incdt suma
produselor de cdte doua numere aldaturate sa fie
maxima.
Problema 5 Date de intrare | Date de iesire
Fie n puncte in plan prin coordonatele lor. Gasiti cel | ° 01
mai mare pdtrat care se poate forma cu varfurile in 4 (1) g g é
dintre punctele citite.Afisati coordonatele varfurilor | { 1 06
patratului. 10
01
35
51
56
0 6
Problema 6 Date de intrare | Date de iesire
Fie n puncte in plan prin coordonatele lor. Gasiti cel | 2 00
mai mic patrat care se poate forma cu virfurile in 4 3 g 2 i
dintre punctele citite. Afisati coordonatele vdrfurilor | 1 1 10
patratului. 10
01
35
51
56
0 6
Problema 7 Date de intrare | Date de iesire
Se dau urmatoarele 6 culori: alb, galben, rosu, verde, | © agr
orange si negru. Costruiti toate drapelele formate din ; : g Z
3 culori care indeplinesc urmatoarele conditii: - agn
e orice drapel trebuie sa contina culoarea verde | v avg
sau culoarea galben la mijloc; ° avr
e culorile din fiecare drapel trebuie si fie | " : : z
distincte. o
nwvo
*
Problema 8 33/35
_Hidato (ebraica: InxTn, provenind din cuvantul ebraic Hida = 24|22
Enigma), este un_joc de puzzle logic inventat de Dr. Gyora M.
Benedek, matematician israelian. Scopul Hidato este sa umple grila 21
Cu numere COﬂSECUtIVG_ care se conecteazg quzon_tal, vgrtlcal sau In
diagonald. Numele Hidato este o marca inregistratd a Doo-Bee 26/ |13[40J11
Toys and Games LTD, o companie co-fondata de Benebek insusi. |5 9 1
Unii editori folosesc diferite denumiri pentru acest puzzle, cum ar fi
Numarul sarpe, Snakepit (ambele 5ucand pe similitudinea jocului in 18
concept cu sarpele jocului video), Jadium sau Numbrix. 5 _
Va propun ca sa incercati sa rezolvati aceasta problema, desi 7
este foarte asemanatoare cu Sudoku, Hidato are ceva specific.
Pentru mai multe detalii despre rezolvarea acestor tipuri de puzzle S

puteti cerceta unele resurse gratuite disponibile Tn internet.
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45 Implementarea metodei backtracking la rezolvarea
problemelor complexe

Problema 1: Jocul "FAZAN"

Conditia problemei Exemplu
Se citesc doua numerele naturale n si m | Pentru n = 8 si m=3 si cele 8 cuvinte:paul,
(n<=15, m<=n), apoi n cuvinte distincte cu | alina, asfalt, nas, ultim, imagine, nasture,
cel mult 10 litere fiecare. Sa se afiseze toate | real, programul va afisa:
secventele a cdte m cuvinte dintre cele citite paul ultim imagine

care sa respecte conditiile jocului "Fazan". alina nas asfalt
alina nasture real

nasture real alina
real alina nas
real alina nasture

| Implementare C++

#include<iostream>
#include<string.h>
using namespace std;
char C[16][11]; int X[16],P[16],n,m;
void afisare () {
for(int i=l;i<=n;i++)
cout<<"\t"<<C[X[i]]; cout<<endl;
}
int fazan(char x[], char y[]){
if (x[strlen(x)-2]==y[0] && x[strlen(x)-1]==y[l]) return 1;
return 0;
}
void back(int k) {
for(int i=l;i<=n;i++)
if('P[i]){
X[k]=i; P[i]=1;
if(k==1 || fazan(C[X[k-1]1],C[X[k]]))
if (k==m) afisare();
else back (k+1) ;
P[i]=0;
}
}
int main () {
cout<<"Introduceti doua numere naturale: ";
cin>>n>>m;
for(int i=1l;i<=n;i++) cin>>C[i];
cout<<"Modalitatile de aranjare sunt: "<<endl;
back(l); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti doua numere naturale: 8 3
paul alina asfalt nas ultim imagine nasture real
Modalitatile de aranjare sunt:

paul ultim imagine
alina nas asfalt
alina nasture real
nasture real alina
real alina nas
real alina nasture
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Problema 2: Aranjare soldati

Conditia problemei Exemplu
Se da un numar natural n (n<=5) si un|Pentru n = 2 si inaltimile a 4 soldati:
numar 2*n numere naturale cu cel mult 3 | 153 155 157 159, programul va afisa:
cifre, fiecare reprezentand inalgimile in cm a

2*n soldayi. Sa se aranjeze soldarii pe doua 159 157

randuri a cdte n soldasi fiecare astfel incat 155 153 ...modalitatea 1
fiecare soldat 7n afara de primul de pe rand 159 155 _

sd aiba in stdga un soldat mai inalt dect el si 157 153 ..modalitatea 2

fiecare soldat de pe randul 2 sa aiba in fata
un soldat mai inalt decait el.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int X[15],P[15],A[15],n;
void afisare() {
for(int i=1;i<=n/2;i++) //randul 1
cout<<"\t"<<A[X[i]];, cout<<endl;
for(int i=n/2+1;i<=n;i++) //randul 2
cout<<"\t"<<A[X[i]]; cout<<endl<<endl;
}
int verif (int k) {
if(k'=1 && k!=n/2+1)
if (A[X[k]]1>=A[X[k-1]]) return 0;//stanga
if (k>n/2)
if(A[X[k]]1>=A[X[k-n/2]]) return 0;//fata
return 1;
}
void back (int k) {
for(int i=l;i<=n;i++)
if (P[i]==0) {
X[k]=i; P[i]=1;
if (verif (k))
if (k==n) afisare();
else back(k+1l); P[i]=0;
}
}
int main () {
cout<<"Introdu un numar natural n:"; cin>>n; n=n*2;
for(int i=1l;i<=n;i++) cin>>A[i];
for(int i=1l;i<n;i++)
for(int j=i+l;j<=n;j++)
if (A[L]<A[ID){
int aux=A[i]; A[i]=A[j]; A[]j]l=aux;
}
cout<<"Modalitatile de aranjare in doua randuri cate 3 soldati sunt: "<<endl;
back(l); return O;

}

Rezultatele executiei:

Introdu un numar natural n:2
123 125 127 129
Modalitatile de aranjare in doua randuri cate 3 soldati sunt:

129 127
125 123
129 125
127 123
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Problema 3: Suma de bani

Conditia problemei Exemplu
Se citeste un numar natural n si apoi n| Pentru n = 2 si s=20 si cele 2 tipuri de
numere naturale ordonate strict crescator,| bancnote: 1 si 5, programul va afisa:

reprezentand valorile a n bancnote. Se citeste 4*5
apoi 0 suma de bani s si se cere sd se ?;}‘1 g:g
plateasca in toate modurile posibile suma s 15%1 1%5
cu bancnote de valorile precizate. Se 20*1

presupune ca avem la dispozitie oricate
bancnote de fiecare valoare.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int x[100], a[l100], n,s;
void citire() {
cout<<"Introduceti un numar natural n= "; cin>>n;
cout<<" Introduceti valorile celor "<<n<<" bancnote: ";
for(int i=1;i<=n;i++) cin>>al[i];
cout<<" Introduceti un numar natural s= "; cin>>s;
}
void afis() {
for(int i=l;i<=n;i++)
if (x[1]'=0) cout<<"\t"<<x[i]<<"*"<<a[i]; cout<<endl;
}
void back(int k,int sp) {
for(int i=0;i<=(s-sp)/alk];i++){
x[k]=i; sp=sp+x[k]*alk];
if (sp<=s && k<=n)
if (k==n && sp==s) afis();
else if(k<n) back(k+1,sp);
sp=sp-x[k] *a[k];
}
}
int main () {
citire();
cout<<"Metodele de plata a celor "<<s<<" bancnote sunt: \n";
back(1,0); return O;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar natural n= 2
Introduceti valorile celor 2 bancnote: 1 5
Introduceti un numar natural s= 50

Metodele de plata a celor 50 bancnote sunt:

10*5

5*1 9%5
10*1 8*5
15*1 7*5
20*1 6*5
25*1 5*5
30*1 4*5
35*1 3*5
40*1 2*5
45*1 1*5
50*1
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Problema 4: Submultime YZ

Conditia problemei

Se citesc numerele naturale x, y, z (x<=20,
y<=x, z<=1000) si apoi n numere naturale
distincte cu cel mult 5 cifre fiecare,
reprezentand elementele unei mulfimi A.
Numim submulfime "yz" o submultime cu y
elemente a mulfimii A care sa aiba cmmdc al
elementor cel pusin egal cu z. Sa se afiseze
toate submultimile " yz " ale mulfimii A.

Exemplu
Pentru x=7 si y=3 si z=5 si multimea de
elemente: 3 6 9 15 20 24 30, programul va

afisa:
6 24 30
15 20 30

Ambele submultimi au cdte 3 elemente §i
cmmdc al elementelor cel pusin egal cu 5
(prima are 6, iar a doua 5).

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int X[21],A[21],n,k,p,gasit;
int cmmdc(int a, int b){
if (b==0) return a;
else return cmmdc(b,a%b) ;
}
void afisare () {
for(int i=1;i<=k;i++)
cout<<"\t"<<A[X[i]]:;
cout<<endl;
gasit=1;
}
void back(int pas, int c){
for(int i=X[pas-1]+1;i<=n;i++) {
X[pas]=i;
int cec=c;//copie cmmdc
c=cmmdc (c,A[X[pas]]) ;
if (pas==k) {
if (c>=p) afisare():;
}
else back(pas+l,c);
c=cc;//revin la cmmdc anterior
}
}

int main () {

}

cout<<" Introduceti valorile numerelor naturale n, k, p: \t";

cin>>n>>k>>p;

cout<<" Introduceti cele "<<n<<" elemente ale multimii: \t\t";
for(int i=1l;i<=n;i++)

cin>>A[i];

cout<<"Submultimile sunt: \n";

back (1,0);

if ('gasit) cout<<"Nu are solutie!"; return 0;

Rezultatele executiei:

Introduceti cele 7 elemente ale multimii:
Submultimile sunt:
6 24
15 20

30
30

Introduceti valorile numerelor naturale n,

k, p: 735
3 6 9 15 20 24 30
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Problema 5: Generarea functiilor injective

| Conditia problemei Exemplu
Sa se genereze toate functiile injective Pentru n=3 si m=3, programul va afisa:
F:{123,..,n}—>{1,23..m} fl)=1 f2)=2  1(3)=3

f(1)=1 f(2)=3 f(3)=2
f(1)=2 f(2)=1 f(3)=3
f(1)=2 f(2)=3 f(3)=1
f(1)=3 f(2)=1 f(3)=2
f(1)=3 f(2)=2 f(3)=1

Am obtinut 6 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int x[20],n,m;
void scriere() {
for (int i=1; i<=n; i++) {
cout <<"\tf ("<<i<k<")="<<x[1i];cout <<"\t";
} cout <<"\n";

}
int valid(int k) {
for (int i=1;i<k;i++)
if (x[k]==x[i]) return O;
return 1;
}
void back (int k) {
for (int i=1;i<=m;i++) {
x[k]=i;
if (valid(k))
if (k==n) scriere();
else back(k+1) ;
}
}
int main () {
cout<<" Introduceti valorile numerelor naturale n, m: \t"; cin>>n>>m;
cout<<"Generarea functiilor injective: \n";
if (m<n) cout <<"Nu exista functii injective.";
else back(1l);
return O;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti valorile numerelor naturale n, m: 33
Generarea functiilor injective:

£(1)=1 f(2)=2 £(3)=3

£(1)=1 £(2)=3 £(3)=2

£f(1)=2 f(2)=1 £(3)=3

£f(1)=2 £(2)=3 £(3)=1

£(1)=3 f(2)=1 £(3)=2

£(1)=3 f(2)=2 £(3)=1
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Problema 6: Generarea functiilor surjective

| Conditia problemei Exemplu
Sa se genereze toate functiile surjective Pentru n=3 si m=2, programul va afisa:
F:{123,..,n}—>{1,23..m fl)=1 =1 1(3)=2

f)=1  f@=2  f@3)=1
f)=1  fQ)=2  f(3)=2
f)=2  fQ@)=1  f@3)=1
f)=2  f@)=1  f(3)=2
f)=2  f@=2  f@3)=1

Am obtinut 6 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int x[20],m,n;
void afisare () {
for(int i=1;i<=n;i++) {
cout <<"\tf("<<(i)<<")="<<x[i];
cout <<"\t";
} cout <<"\n";

}
int valid(int k) {
int sw=1,i,ap[20]={0};
for (i=1;i<=k;i++) ap[x[i]]=1;
for(i=1l;i<=m;i++)
if (ap[i]==0) sw=0;
return sw;
}
void back(int k) {
for (int i=1l;i<=m;i++) {
x[k]l=i;
if (k==n) {
if(valid(k)) afisare():;
}
else back(k+1) ;
}
}
int main () {
cout<<" Introduceti valorile numerelor naturale n, m: \t";
cin>>n>>m;
cout<<"Generarea functiilor surjective: \n";
if (m>n) cout <<"Nu exista functii surjective.";
else back(l);
return O;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti valorile numerelor naturale n, m: 32
Generarea functiilor surjective:

£f(1)=1 f(2)=1 £(3)=2

£f(1)=1 f(2)=2 £(3)=1

£f(1)=1 f(2)=2 £(3)=2

f(1)=2 f(2)=1 £(3)=1

f(1)=2 f(2)=1 £(3)=2

f(1l)=2 f(2)=2 £(3)=1
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Problema 7: Echipe din k elevi

| Conditia problemei Exemplu
Intr-o clasa de K elevi sunt f fete (f<=Kk). | Pentru k=4, f=3, m=3 si p=2, programul va
Afisati toate echipele care se pot constitui afisa:
din m elevi, dintre care p fete, unde avem 1l 2 bl
fl f3 bl

relatia: p<m<k, p< f. Numerele k, £, p si
m se citesc de la rastatura. Solutiile posibile
se afiseaza in felul urmator: mai intdi fetele
(f1, 13, etc.) si apoi baietii.

Indicatii: numerotam fetele de la 1 la f si
baietii de la f+1 la k §i generam toate
echipele de p elevi, pundnd conditia
suplimentara sa fie m fete in echipa.

| Implementare C++

#include <iostream>

using namespace std;

int n,m,p,£f,st[20] ,nr_f£f;

void afiseaza() {
for (int j=1;j<=m;j++)
if (st[j]<=f) cout<<"f"<<st[j]<<" ";
for (int j=1;j<=m;j++)
if (st[j]>f) cout<"b"<<st[j]-f<k" ";
cout<<"\n";

2 3 bl

Am obtinut 3 solutii

}
void back (int k) {
for(int i=st[k-1]+1;i<=n;i++){
st[k]=1i;
if (i<=f) nr_f++;
if (k==m) {
if (nr_f==p) afiseaza();
}
else back(k+1) ;
if (i<=f) nr_f--;
}
}
int main () {
cout<<"Numarul total de elevi=";cin>>n;
cout<<"Numarul total de fete=";cin>>f;
cout<<"Numarul de elevi din echipe=";cin>>m;
cout<<"Numarul de fete din echipe=";cin>>p;
back (1) ;
return O;

}

Rezultatele executiei:

Numarul total de elevi=5
Numarul total de fete=2
Numarul de elevi din echipe=4
Numarul de fete din echipe=2
f1 £2 bl b2

£f1 £2 bl b3

f1 £2 b2 b3
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Problema 8: Siruri strict crescitoare de divizori ai lui k

| Conditia problemei Exemplu
Sa se genereze toate gsirurile strict | Pentru k=10 si m=3, programul va afisa:
crescatoare de lungime m formate din 1 2
divizori ai unui numar dat k (0<k, m<1000). 12 10
In cazul in care nu existd solutie, se va scrie % g %8

pe ecran mesajul "Fara solutie".

Indicatii: se formeaza sirul divizorilor lui n si
apoi se foloseste algoritmul de generare al
combinarilor.

Am obtinut 4 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int n,m,nr,st[20],diviz[20];
void formare () {
nr=0;
for (int i=1;i<=n/2;i++)
if (! (n%i)) diviz[++nr]=i;
diviz[++nr]=n;
}
void scriere () {
for (int j=1;j<=m;j++)
cout<<diviz[st[j]]<<" ";
cout<<"\n";
}
void back(int k) {
for (int i=st[k-1]+1;i<=nr;i++) {
st[k]=i;
if (k==m) scriere();
else back (k+1) ;
}
}
int main () {
cout<<" Introduceti valorile numerelor naturale n, m: \t";
cin>>n>>m;
formare() ;
cout<<"Generarea sirurilor strict crescatoare de divizori: \n";
if (m>nr) cout<<"Fara solutie!";
else back(l);
return 0;

Rezultatele executiei:

Introduceti valorile numerelor naturale n, m: 50 5
Generarea sirurilor strict crescatoare de divizori:

1 2 5 10 25

1 2 5 10 50

1 2 5 25 50

1 2 10 25 50

1 5 10 25 50

2 5 10 25 50
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Problema 9: Promovarea unui examen

Conditia problemei Exemplu
Sa se elaboreze toate modalitatile de a | Pentru N=3 si punctajele maxime pentru
promova un examen care contine N itemi, | fiecare din cei 3 itemi: 10, 20, 30, unde
stiind ca la fiecare item (i) se poate obtine un | punctajul  minim de trecere: M=20,
punctaj intre 1 si (P[i]), iar pentru a fi | programul va afisa toate cele 5115 solutii.
promovat, un candidat trebuie sa obtina
macar M puncte.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int N, M,V[10], P[10],nr=0;
void Citeste (){
cout << "Numar de itemi: \t\t"; cin >> N;
cout << "Punctaj maxim pentru "<<N<<" itemi: \t";
for (int i=1; i<=N; i++){
cin >> P[i];
} cout << "Punctaj minim necesar: \t\t" ; cin >> M;
}
int Punctaj (int k) {
int S=0;
for (int i=1l; i<=k; i++) S+=V[i]; return S;
}
int Solutie (int k) {
return (k==N) && (Punctaj(k)>=M);
}
void Tipar (int k) {
for (int j=1; j<=k; j++){
cout<<"Itemul "<<j << " "<<V[J]<<" p"<<"\t";nr++;
}cout<<endl;
}
void back () {
for (int k=1; k<=N; k++)
VI[k]=0;
int k=1;
while (k>0) {
while (V[k]<P[k]){
VIk] ++;
if (Solutie(k)) Tipar (k)
else k++;
} V[k--1=0;
}
}
int main (int) {
Citeste(); back ();
cout<<"TOTAL "<<nr/N<<" SOLUTII";
}

Rezultatele executiei:

Numar de itemi: 3
Punctaj maxim pentru 3 itemi: 10 20 30
Punctaj minim necesar: 20

Itemul 1 1 p Itemul 2 1 p Itemul 3 18 p

Itemul 1 10 p Itemul 2 20 p Itemul 3 30 p
TOTAL 5115 SOLUTIII

Nota:
v’ Am afisat doar prima si a 5115-a solutie. Nu am afisat toate solutiile, deoarece sunt multe.
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Problema 10: Matrice pétratica binara si simetrica

| Conditia problemei Exemplu
Sa se genereze toate matricile patratice de | Pentru N=2, programul va afisa:
dimensiune N, formate doar din elemente 0 si 00
1, simetrice fata de diagonala principala si 00 soluria 1
cu diagonala principala 0. 01
10 soluria 2

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int N, V[100], A[10][10] ,nr=0;
int Solutie (int k) {

return (k==(N*(N-1)/2));
}

void Afisare (){

cout << "M---mmmmmmm e "<<endl;
for (int i=1; i<=N; i++) {
for (int j=1; j<=N; j++) cout << A[i][j]<< " ";nr++;

cout << endl;
}
}
void Tipar () ({
for (int i=1, p=1; i<= N-1; i++)
for (int j=i+l; j<=N; Jj++){
A[i] [j] = VIpl; A[j]1[i] = V[pl; pt++;
}
Afisare();
}
void Back () {
int k=1;
for (int k=1; k<=N*(N-1)/2; k++)
VIik]=-1;
while (k>0) {
while (V[k]<1) {
VIk] ++;
if (Solutie(k)) Tipar ()
else k++;
} VIk--1=-1;
}
}
int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea matricii patratice: \t"; cin >> N;
Back ()
cout<<"\nTOTAL "<<nr/N<<" SOLUTII";
}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea matricii patratice: 2

TOTAL 2 SOLUTII
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1

Magazinul ZorelShop vinde k specii de pesti despre care
Se cunosc m perechi de pesti care nu pot fi pusi in acelagsi
acvariu, deoarece se atacd. Borel are un acvariu si
vrea sd Isi cumpere un numar maxim de specii de pesti de
la magazinul ZorelShop. Ajutati-l pe Borel sa aleaga
speciile de pesti astfel incdat sa poatd avea un numadr
maxim de specii in acvariul sdu.

WWwWkrRrRrRRLRUO
ol WN

Date de intrare Date de iesire

2456

Problema 2

Se considera k piese de domino citite ca perechi de numere
naturale, fiecare pe cdte un rand de intrare. Se citeste apoi
un numar natural g. Sa se afiseze cel mai lung lant domino
care se poate forma cu piesele date, fara a roti piesele. (Un
lant domino se alcatuieste din piese domino astfel incdt o
piesa este urmata de alta a carei prima jumatate coincide
Cu jumatatea a doua a piesei curente /28].)

6

12
13
3 4
23
35
45

Date de intrare | Date de iesire

B whER
s Wb

Problema 3

Un student are de dat k examene numerotate de la 1 la k
intr-0 sesiune formata din t zile (t este cel putin de 2 ori mai
mare decdt K). Afisati toate modurile in care isi poate
programa studentul examenele astfel incat sa nu dea 2

examene in zile consecutive §i Sa dea examenele in ordine
delallak.

6

Date de intrare Date de iesire

010203
100203
102003
102030
0 = zi libera

Problema 4

Din fisierul cub.in se citesc de pe prima linie doud numere
naturale n si m, apoi de pe urmdtoarele n linii se citesc n
perechi (I si ¢, unde | este un numar natural ce determina
lungimea laturii, iar c este sir de caractere de lungime
maxim 20 ce determind culoarea pentru n cuburi). Sa Se
construiasca toate turnurile formate din cel putin m cuburi
care se pot forma din cuburile citite din fisier, stiind ca un
cub se poate pune peste un altul doar daca are latura strict
mai mica si culoarea diferita de a celui peste care vrem sa-|
punem. Sa se afiseze turnurile obginute si turnul format din
cele mai multe cuburi. Un turn se afiseaza incepand cu cel
mai de sus cub.

3 verde
4 rosu
1 rosu

Date de intrare Date de iesire

Turnul 1:
1 rosu
3 verde

Turnul 2:
3 verde
4 rosu

Turnul maxim:
1 rosu

3 verde

4 rosu

Problema 5

Date de intrare

Se da un cuvant de lungime N, format din caractere
distincte. Sa se afiseze toate cuvintele de lungime N care se
pot forma cu caracterele cuvintului dat si care indeplinesc
conditia ca nu existd doud consoane sau doud vocale
alaturate.

house

Date de iesire

ohuse
osehu
usohe
ehuso

ohesu
uhose
useho
esohu

osuhe
uheso
ehosu
esuho

Problema 6

Date de intrare |

Fiind data o tabla de sah de dimensiunea nxn i un cal in
coltul stanga sus al acesteia, se cere sd se afis iseze toate
treacd o smgura data prin fiecare patrat al tablei, O solutie
va fi afisatd ca o matrice nxn in care sunt numerotate
sariturile calului [29].

Date de iesire
1 14 9 20 23
10 19 22 15 8
5 2 13 24 21
18 11 4 7 16
3 6 17 12 25
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Problema 7

Date de intrare |

Fiind data o tabla de sah de dimensiunea nxn si un cal in
coltul stanga sus al acesteia (x0,y0). Se cere cel mai scurt
traseu pe care trebuie sa-l parcurga calul pentru a ajunge
in pozitia (x1,yl) fara a trece de doua ori prin aceeasi
porzitie §i stiind ca exista anumite casute inundate, unde
calul nu poate sari (notate cu 1).

5

11

55
000O00O0
00100
00010
00000O0
01100

Date de iesire
000

oOoooRr
oOoMOO
O OO
oOoOoOoOoOWw
o oo

Problema 8

Date de intrare

Fiind date n discuri etichetate de la 1 la n de raze r[i] si
grosime gfi], r<=i<=n, sa se afigeze toate turnurile de k
discuri care se pot forma astfel incat discurile din turn sa
aibd razele in ordine descrescdtoare, iar grosimea
discurilor alaturate sa fie diferite [30].

[
NN W
= W

w
[}

Date de iesire

321
4 21
4 3 2
521
532
541
542
543

Problema 9

Se citeste un numadr natural n. Sa se genereze toate
numerele naturale a caror reprezentare binara au acelasi
numar de cifre 0 ( semnificative ) si respectiv I ca in
reprezentarea binara a numarului n.

43
54

45
57

46

53 58

Date de intrare Date de iesire

51
60

Problema 10 Date de intrare | Date de iesire
Se citeste un numdr natural n. Sa se genereze toate | 5 10 20 30 40
numerele naturale de 2 cifre care se impart fard rest la n si

au suma cifrelor egald cu un numdr mai mic can .

Problema 11 Date de intrare | Date de iesire
Sa se genereze toate numerele naturale de 3 cifre care au | 3 102 111 120 210

suma cifrelor egald cu n.

Problema 12

Se citeste un numdr natural n. Sd se genereze toate
numerele naturale de 3 cifre care se impart fara rest la n si
au produsul cifrelor un numar egald cu 2n .

114 122 141 212
221 411

Date de intrare Date de iesire

Problema 13

Date de intrare

Se citeste un numdr natural n. Sd se genereze toate
numerele naturale de 2 cifre care se impart fara rest la n si
au suma cifrelor egald cu n+3 .

Date de iesire
28 91

Problema 14

Date de intrare

Intr-un magazin se gdsesc spre vinzare n (n<=20) produse,
numerotate de la 1 la n. Un cumparator, care dispune de o
sumd de bani S, doreste sa cheltuiasca togi banii pe care ii
are in acest magazin, dar fara a cumpara doud produse de
acelasi fel. Cunoscand pretul fiecarui produs, scrieti un
program care sa afiseze toate posibilitatile acestui
cumparator de a-si cheltui banii. Se citesc de la tastatura
valorile S, n si apoi cele n numere naturale reprezentand
preturile celor n  produse. In fisierul de iesire
MAGAZIN.OUT se vor scrie toate solutiile, cdte o solutie pe
fiecare linie. O solutie este constituita din numerele de
ordine ale produselor cumpadrate, separate prin cdte un
spatiu. Daca nu exista solutii, fisierul de iesire va fi gol .

5
20 50 70 30 60
100

Date de iesire
34
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4.6 Implementarea metodei backtracking la rezolvarea
problemelor avansate

Problema 1: Tabla de sah. Aranjarea celor n dame.

| Conditia problemei Exemplu
Fie o tabla de sah de dimensiune NxN, unde | Pentru N=4, un exemplu ar fi:
N>3. Sa se aranjeze pe ea N regine fara ca 0DOO
ele sa se atace. Reamintim ca o regina ataca g 8 8 lg
linia, coloana §i cele 2 diagonale pe care se 00D O
afla [31]. In total am avea 2 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int n,v[100],s0l,i,j;
void afisare () {
sol++;
cout<<"\n Solutia: "<<so0l<<"\n";
for (i=1;i<=n;i++) {
for (j=1;j<=n;j++)
if (v[i]==j) cout<"D ";
else cout<<"0 "; cout<<'\n’';
}
}
int valid(int k) {
for (i=1;i<=k-1;i++)
if ((v[i]l==v[k]) || (abs(v[k]-v[i])==(k-1i))) return 0; return 1;
}
int solutie(int k) {
if (k==n) return 1; return O;
}
void BK(int k) {
for (int i=1l;i<=n;i++) {
v[k]=i;
if (valid(k)==1) {
if (solutie(k)==1) afisare();
else BK(k+1) ;

}

}

int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t"; cin >> n;
BK (1) ;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 4
Solutia: 1
0DOO
000D
DO0OOO
00DO
Solutia: 2
00DO
DOOO
000D
0ODOO
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Problema 2: Tabla de sah. Aranjarea celor n ture.

| Conditia problemei Exemplu
Fie o tabla de sah de dimensiune NxN, unde | Pentru N=4, un exemplu ar fi:
N>3. Sa se aranjeze pe ea N ture fard ca ele TOOO
sa se atace. Reamintim ca o tura ataca linia si 8 'g g 8
coloana pe care se afla [31]. 000T
In total am avea 24 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int n,v[100],s0l,i,j;
void afisare () {
sol++;
cout<<"\n Solutia: "<<sol<<"\n";
for (i=1;i<=n;i++) {
for (j=1;j<=n;j++)
if (v[i]==j) cout"T ";
else cout<<"0 "; cout<<'\n’';
}
}
int valid(int k) {
for (i=1;i<=k-1;i++)
if (v[i]==v[k]) return 0; return 1;
}
int solutie(int k) {
if (k==n) return 1; return O;
}
void BK(int k) {
for (int i=1l;i<=n;i++) {
vik]=i;
if (valid(k)==1) {
if (solutie(k)==1) afisare();
else BK(k+1) ;

}

}

int main () {
cout << " Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t"; cin >> n;
BK (1) ;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 4
Solutia: 1
T O0O0O
0TOO
00TO
0O0O0T
Solutia: 24
oOoo0OO0T
00TO
0TO0O
T O0O0O
Nota:

v’ Am afisat doar prima si a 24-a solutie. Nu am afisat toate solutiile, deoarece sunt multe.
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Problema 3: Tabla de sah. Aranjarea celor n nebuni (ofiteri).

Conditia problemei Exemplu
Fie o tabla de sah de dimensiune NxN, unde | Pentru N=4, un exemplu ar fi:
N>3. Sa se aranjeze pe ea N nebuni fara ca ei NOOO
sa se atace. Reamintim ca un nebun ataca cele N0 00
. . N OOO
2 diagonale pe care se afla [31]. NOOO
In total am avea 24 solutii

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int n,v[100],s0l,i,j;
void afisare () {
sol++;
cout<<"\n Solutia: "<<sol<<"\n";
for (i=1;i<=n;i++) {
for (j=1;j<=n;j++)
if (v[i]==j) cout<<"N ";
else cout<<"0 "; cout<<'\n’';
}
}
int valid(int k) {
for (i=1;i<=k-1;i++)
if (abs(v[k]-v[i])==(k-1i)) return 0; return 1;
}
int solutie(int k) {
if (k==n) return 1; return O;
}
void BK(int k) {
for (int i=1l;i<=n;i++) {
vik]=i;
if (valid(k)==1) {
if (solutie(k)==1) afisare();
else BK(k+1) ;

}
}
int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t"; cin >> n; BK(1);

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 4

S tia: 1

Z2z22

ocoocoo0
coooco¢g
OO OO

lut

ocoooo
ocoooo0
cooog¢
2222k

Nota:
v Am afisat doar prima si a 24-a solutie. Nu am afisat toate solutiile, deoarece sunt multe.
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Problema 4: Tabla de sah. Traseu pion.

| Conditia problemei Exemplu
Pe o tabla de sah NxN sunt plasate figuri | Pentru N=3 si matricea de dimensiunea 3:
marcate prin valoarea 1, iar prin valoarea 0 100
sunt marcate pozitiile libere. Intr-o pozitie jO é 8 8

de pe prima linie se afla un pion.

Determinarti toate traseele pe care poate Pozifia pionului pe prima linie este 3.

Vom avea o solutie unica:

ajunge pionul pana pe ultima linie. Traseele 10 0
vor fi afisate in matrice, dar si ca sir de 101
pozitii. 00 2

Sirul de pozitii este: (1,3),(2,3) si (3,3)

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int a[20][20],n,jo,b[20][3],1,];
void afis() {
for(int i=1;i<=n;i++) {
for(int j=1;j<=n;j++)
cout<<a[i] [j]<<" "; cout<<endl;

}
for(int i=1l;i<=n;i++)
cout<<b[i] [1]<<","<<b[i] [2]<<" "; cout<<endl<<endl;
}
int inside(int i,int j){
return (i<=n && j>=1 && j<=n);
}
void back(int i, int j, int pas){
b[pas] [1]=i; b[pas][2]=];
if (i==n) afis();
else({
if(a[i+1][j]==0) { al[i+l][j]l=pas; back(i+l,j,pas+1l); a[i+1][j]=0; }
if(a[i+1][j-1]1==1) { al[i+l][j-1l]=pas; back(i+l,j-1,pas+l); a[i+l][j-1]=1; }
if(a[i+1l][j+1]==1) { a[i+l][j+1l]=pas; back(i+l,j+1,pas+l); al[i+l][j+1]=1; }
}
afi]l [J1++;
}
int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t"; cin >> n;
cout << "Introduceti matricea patratica de dimensiunea "<<n<<":\n";
for (i=1;i<=n;i++)
for(j=1;j<=n;j++) cin>>al[i][]j];
cout << "Introdu pozitia pionului pe prima linie: \t"; cin>>jo;
back(1l,jo,1); return O;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 3
Introduceti matricea patratica de dimensiunea 3:
100

001

010

rodu pozitia pionului pe prima linie: 2

NER OO
'—l
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Problema 5: Tabla de sah. Pionul bate maxim piese.

Conditia problemei Exemplu
Pe o tabla de sah nXn sunt plasate marcate | Pentru N=3 si matricea de dimensiunea 3:
prin valoarea -1, iar prin valoarea 0 sunt 0 -10
marcate pozifiile libere. Intr-o pozizie jo de 8 51_2

pe prima linie se afla un pion. Determinayi

toate traseele pe care poate ajunge pionul Pozifia pionului pe prima linie este 3.

P i - o Pionul va bate maxim 2 piese:
pdna pe ultima linie. Determinayi traseul pe 0 4 1

. . g . : #
care pionul ia numgr maxim de piese. 020
Traseele vor fi afisate ca matrice de pasi. 003

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int a[20][20],n,jo,i,]j,maxx,amax[20] [20] ;
void afis(int a[20][20], int n){
for(int i=1;i<=n;i++) {
for (int j=1;j<=n;j++)
if(a[i][j]l==-1) cout<<"# ";
else cout<<a[i] [j]<<" "; cout<<endl;
} cout<<endl;

}
void back(int i, int j, int pas, int np) {
int inou, jnou;
if (i==n){
afis(a,n);
if (np>maxx) {
maxx=np;
for(int 1=1;1<=n;1++) for(int c=l;c<=n;c++) amax[l] [c]l=a[l] [c];
}
}
else({
for (int k=-1;k<=1;k++) {
inou=i+l; jnou=j+k;
if (a[inou] [jnou]==0 && k==0) {
a[inou] [jnou]l=pas+l; back(inou, jnou,pas+l,np); a[inou] [jnou]=0;

else if(a[inou] [jnou]l==-1 && k!=0) {
a[inou] [jnou]l=pas+l; back(inou, jnou,pas+l,np+l); al[inou] [jnou]=-1;
}
}
} alil [J1++;
}
int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t"; cin >> n;
for(i=1;i<=n;i++) for(j=1;j<=n;j++) cin>>a[i] [j]-;
cout << "Introduceti pozitia pionului din randul 1: \t"; cin>>jo;
all] [jol=1; back(l,jo,1,0);
cout<<"Bate maxim "<<maxx<<" piese si solutia este: \n";
afis(amax,n) ;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 3
0-10

0-10

00 -1

Introduceti pozitia pionului din randul 1: 3
Bate maxim 2 piese si solutia este:

0o #1

020

003
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Problema 6: Tabla de sah. Saritura calului.

| Conditia problemei Exemplu

Fiind data o tabla de sah de dimensiunea | Pentru N=5.Vom scrie una din solutii:
NxN si un cal in coltul stdnga sus al acesteia, | 1 14 9 20 23
se cere sa se dafiseze toate posibilitdtile de éo 29 ii éi g 1
mutare a acestei piese de sah astfel incat sa | |4 11 4 - 16
treaca o singura datda prin fiecare patrat al | 3 6 17 12 25
tablei. O solutie va fi afisata ca o matrice

NxN in care sunt numerotate sariturile | Numdrul total de Solu,tii este: 304

calului.

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
const int dx[8]={(-1,1,2,2,1,-1,-2,-2};
const int dy[8]={-2,-2,-1,1,2,2,1,-1}
int a[100][100],n,nr=0;
void afis() {
int i,j;
for (i=1;i<=n;i++){
for (j=1;j<=n;j++)
cout<<al[i] [§1<<"\t";
cout<<endl;

’

}

cout<<endl ;nr++;
}
int inside(int i,int j){

return (i>=1 && i<=n && j>=1 && j<=n);
}
void back(int i, int j, int pas){

int k,inou, jnou;

a[i] [j]=pas;

if (pas==n*n) afis();

else for (k=0;k<8;k++){

inou=i+dx[k]; Jjnou=j+dyl[k];
if (inside(inou,jnou) && a[inou] [jnou]==0)
back (inou, jnou,pas+1) ;
}
a[i]l[j1=0;

}
int main () {

cout << "Introduceti dimensiunea tablei de sah: \t";

cin >> n;

back(1,1,1);

cout<<"NUMARUL TOTAL DE SOLUTII: "<<nr;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea tablei de sah: 5
1 14 9 20 23

10 19 22 15 8

5 2 13 24 21

18 11 4 7 16

3 6 17 12 25

NUMARUL TOTAL DE SOLUTII: 304

114



Problema 7: Robotelul TOBBY

| Conditia problemei Exemplu
Se citeste o matrice NxM cu elemente numere | Pentru N=4, M= si matricea:
naturale si 0 pozitie 10, jO din matrice in care 0000
se afla Tobby. El este un robotel care se 8 1 é 2
poate deplasa paralel cu liniile si coloanele 000 1

matricii pe pozifii alaturate. Afisati toate | \iom gvea wrmdtoarea parcurgere a lui
drumurile pe care poate parcurge robotul Tobby:

matricea, trecdnd prin fiecare pozitie de 2,
atdtea ori cat este valoarea pozitiei 2,
respective. Drumurile vor fi afisate ca
perechi de coordonate.

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
const int dx[4]={-1,1,0,0};
const int dy[4]={0,0,-1,1};
int a[20][20],p=0,n,m,io,jo,b[400][3],1i,];
void afis(int k) {
for (int i=1;i<=k;i++)
cout<<b[i] [1]<<","<<b[i] [2]<<" "; cout<<endl;

2 3,2 3,3 2,3 3,3 3,44,4
22,3 3,33,23,3 3,414,4

}
int inside(int i,int j){
return (i>=1 && i<=n && j>=1 && j<=m);
}
void back(int i, int j, int pas){
int k,inou, jnou;
ali][j]1--; blpas][l]=i; b[pas] [2]=};
if (pas==p) afis(p):
else for (k=0;k<4;k++){
inou=i+dx[k]; Jjnou=j+dyl[k];
if (inside (inou,jnou) && al[inou] [jnou]>0) {
back (inou, jnou,pas+1) ;
}
} alil [J1++;
}
int main () {
cout<<"Introduceti dimensiunea matricei: \t"; cin >> n>> m;;
cout<<"Introduceti matricea: \n";
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++){
cin>>a[il[j]; p=p+alil [];
}
cout<<"Introduceti pozitia lui Tobby: \t"; cin>>io>>jo;
cout<<"Afisarea drumului parcurs de Tobby: \n"; back(io,jo,1l); return O;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea matricei: 4 4
Introduceti matricea:

ntroduceti pozitia lui Tobby: 2 2
fisarea drumului parcurs de Tobby:

2 3,2 3,32,33,33,44,4
22,33,33,23,33,44,4
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Problema 8: Cel mai lung sir din vocale

| Conditia problemei Exemplu
Se citeste o matrice NxM care contine litere | Pentru N=5, M=5 un exemplu ar fi:
mici. Gasifi cel mai lung sir format numai din qwert
vocale care se poate construi cu literele din yu ; 2 P
matrice prin deplasare paraleld cu liniile si . j L
coloanele matricii, fara a trece de mai multe x ¢ v bn
ori prin aceeasi litera.
Cel mai lung sir de vocale: eiu
#include<iostream>
#include<cstring>

using namespace std;
const int dx[4]={-1,1,0,0}, dy[4]={0,0,-1,1};
char a[20] [20],s[50],smax[50],v[]="aeiou";
int n,m,b[20][20],1i,j,maxx;
int inside(int i,int j){
return i>=1 && i<=n && j>=1 && j<=m;
}
void back(int i, int j, int pas) {
int k,inou,jnou; b[i][j]=1;
if (pas>maxx) {
maxx=pas; s[pas]=0;
strcpy (smax, s) ;
}
for (k=0;k<4;k++) {
inou=i+dx[k]; Jjnou=j+dyl[k];
if (inside (inou, jnou) &&strchr(v,a[inou] [jnou]) &&b[inou] [jnou]==0) {
s[pas]=a[inou] [jnou] ;
back (inou, jnou,pas+1) ;
}
} b[i]l[j]=0;
}
int main () {
cout << "Introduceti dimensiunea matricei: \t";
cin>>n>>m;
cout << "Introduceti elementele matricei: \n";
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;3j<=m;j++)
cin>>a[i] [j];
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;3j<=m;j++)
if (strchr(v,al[i]l [§]1)){
s[0]=a[i] [j]; back(i,j, 1)
}
cout << "Cel mai lung sir de vocale: \t";
cout<<smax; return O0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea matricei: 33
Introduceti elementele matricei:

aet

ios

dub

Cel mai lung sir de vocale: eaiou
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Problema 9: Citelul Rorel

| Conditia problemei Exemplu
Harta unui oras este codificatd ca o matrice | Pentru N=3, M=4 si matricea:
NxM. in care 0 reprezintd pozitie accesibila c -1 0 O
(strada) si -1 reprezintda pozitie inaccesibila 0 0 0 0
(clarire, zid). In pozitia i, j se afld Jorel, iar in 0 -1 -1 -1

pozitia x,y se afld stapanul siu. Rorel se poate | Pozifia lui Rorel: 31
deplasa pe pozitii cu valoarea 0, aldturate pe linii | Pozitia stapanului: 14

si coloane cu pozifia curentd, fard sa treacd de | Drumul parcurs in matrice:
douda ori prin aceeasi pozitie. Determinati §i g _é Z g
afisati cel mai scurt traseu pe care poate ajunge

1 -1 -1 -1
Rorel pdna la stapan. Solutia se va afisa prin pasi . .
pan pan. ” Yfisa prin p " | Vom avea urmdtoarea parcurgere a lui Jorel:
marcati in matrice §i ca sir de coordonate prin

3,1 2,1 2,2 2,3 1,3 1,4
care trece Rorel /32].

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
const int di[4]={-1,0,1,0}, dj[4]={0,1,0,-1};
int a[10][10], b[10][10],s01[100][3],x[100][3],n,m,pmin=100;
int ir,jr,ij,33;
void citire() {
cout<<"Introdu dimensiunea matricei: \t"; cin >> n>> m;;
cout<<"Introdu matricea: \n";
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=m;j++) cin>>al[i][]j]:
cout<<"Introdu pozitia lui Rorel: \t"; cin>>ir>>jr;
cout<<"Introdu pozitia stapanului: \t"; cin>>ij>>jj;

}
int inside(int i, int j) {
return i>=1 && i<=n && j>=1 && j<=m;
}
void alege (int pas) {
if (pas<pmin) {
pmin=pas;
for(int i=1l;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=m;j++) blil[jl=alil([]];
for(int i=1;i<=pas;i++) {
sol[i] [1]=x[i][1]; sol[i][2]=x[i][2];
}
}
}
void afis() {
for (int i=l;i<=n;i++) {
for(int j=1;j<=m;j++) cout<<b[i] [jJ]<<" "; cout<<endl;
}
for (int i=1;i<=pmin;i++) cout<<sol[i][1l]<<","<<sol[i][2]<k" ";
}
void back(int i,int j, int pas) {
int inou, jnou,k;
if(i==ij && j==3jj) alege(pas-1);
else for (k=0;k<=3;k++) {
inou=i+di[k]; jnou=j+dj[k]:;
if (inside(inou,jnou) && a[inou] [jnou]==0) {
a[inou] [jnou]l=pas; x[pas][l]=inou; x[pas][2]=jnou;
back (inou, jnou,pas+l) ; al[inou] [jnou]=0;

}

}

int main() {
citire();
alir] [jrl=1; x[1][1l]=ir; x[1][2]=jr; back(ir,jr,2);
cout<<"Afisarea drumului parcurs de Rorel: \n"; afis();
return 0;
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Problema 10: Soldatul Gerald

| Conditia problemei Exemplu
Gerald trebuie sa strabata un labirint cu capcane | Pentru N=3, M=3 si matricea:
reprezentat de o matrice NxN. Pentru fiecare 123
celuld a labirintului, se cunoaste timpul in minute ‘71 : g

dupa care celula respectivai devine capcand.

Dupa ce o celula devine capcana, Gerald moare L L
daca intrd in acea celuld. Gerald porneste din Vom determina timpul minim: 5 sec

coltul stang-sus al labirintului si trebuie sa | VOM determina nr. de drumuri: 6
ajunga in coltul dreapt-jos. El are nevoie de un
minut ca sd treacd dintr-o celuld intr-una vecing | Vom afisa 0 modalitate de parcurgere a
si se poate deplasa in sus, in jos, spre stanga sau | labirintului de catre soldatul Gerald:

spre dreapta. Sa se afiseze timpul minim in care 123

poate Gerald sa strabata labirintul, numarul de 8 8
drumuri de timp minim, precum si toate
drumurile minime pe care le poate urma Gerald
prin labirint de la intrare la iesire, astfel incdt
Gerald sa nu moara. Drumurile vor fi afisate ca
matrici in care sunt indicati pagii lui Gerald [32].

| Implementare C++

#include <iostream>

using namespace std;

const int di[]={-1,0,1,0}, d4j[]={0,1,0,-1};

int a[100][100], x[100][100], m,n,pmin=10000,nr=0,2z=0;

void citire() {
cout<<"Introdu dimensiunea matricei: \t"; cin >> n>> m;
cout<<"Introdu elementele matricii: \n";
for(int i=1;i<=m;i++) for(int j=1;j<=n;j++) cin>>al[i] [j];

4
5

In total vom avea 6 solutii

}
void afis(int x[100] [100]) {
cout<<"\nMatricea solutie: \n";
for(int i=l;i<=m;i++) {
for (int j=1;j<=n;j++)
cout<<x[i] [j]<<" "; cout<<endl;
} z++;cout<<"Parcurgerea "<<z<<endl;

void alege (int pas) {
if (pas<pmin) { pmin=pas; nr=1;}
else if(pas==pmin) nr++;
}
void back(int i, int j, int pas){
x[i] [j]1=pas;
if (i==m && j==n) alege(pas):;
else for (int d=0;d<4;d++) {
int inou=i+di[d]; int jnou=j+dj[d];
if (pas<a[inou] [jnou] && x[inou] [jnou]==0 && pas<pmin)
back (inou, jnou,pas+1) ;
} x[i]1[3]1=0;
}
void backmin(int i, int j, int pas){
x[i] [j]1=pas;
if (i==m && j==n && pas==pmin) afis(x);
else for (int d=0;d<4;d++) {
int inou=i+di[d]; int jnou=j+dj[d];
if (pas<a[inou] [jnou] && x[inou] [jnou]==0 && pas<pmin)
backmin (inou, jnou,pas+1) ;
} x[1]1[3]=0;
}
int main() {
citire(); back(1l,1,1); cout<<"Tmin si Ndrumuri: \t"<<pmin<<" "<<nr<<endl;
backmin(1,1,1) ;return O;
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SARCINI PENTRU EXERSARE

1. Fie o tabla dreptunghiulard, impartita in n*m cdsuge identice. Initial, intr-una din casute se aflda
un pion care se poate deplasa pe orizontala sau verticala fara a putea iesi din cadrul tablei.
Ddndu-se pozitia initiala §i cea finala a pionului, precum si de cdte ori poate sd treacd acesta prin
fiecare pozitie, se cere sa se reconstituie traseul parcurs de pion.

2. Un soldat avind la dispozitie un detector de mine trebuie sa parcurgd un teren minat avind forma
unei table dreptunghiulare de dimensiune m*n. In fiecare din patratele tablei poate fi amplasati o
mind. Soldatul porneste dintr-un colt al terenului si trebuie sa ajunga in coltul opus. Sa se
determine toate modalitatile in care soldatul poate parcurge terenul minat.

3. Se da un lac inghetat sub forma unui tablou m*n. O broscuta se gaseste in pozitia (1,1), iar in
pozitia (m,n) se gdseste o insectd. In gheatd sunt gauri ale cdror coordonate se cunosc. Gdsifi
drumul cel mai scurt pand la insecta si inapoi stiind ca: deoarece broscuta visa sa fie cal, ea va
sari ca un cal de sah. In punctele in care paseste broscuta gheata cedeazd. Broscuta nu poate pasi
decat pe gheata.

4. Pe un teren de dimensiune dreptunghiulara cu denivelari se afla un sportiv care doreste sa se
antreneze pentru un concurs de alpinism. Cunoscdnd altitudinea fiecarei portiuni din teren §i
pozitia initiald a alpinistului, sa se determine traseele de lungime minima pe care trebuie sa le
parcurgd sportivul pentru a ajunge intr-o pozitie de altitudine maxima. Se stie cd sportivul nu
doreste sa coboare deloc, dar poate merge pe loc drept. De asemenea el se poate deplasa
ortogonal sau diagonal cu un singur pas.

5. Trebuie trecute cu barca peste o apa Z zebre si T tigrii. Un transport contine 2 animale. Tigrii nu
astfel incat animalele sa nu se atace. Animalele trecute nu se pot intoarce.

6. Trebuie trecute cu barca peste o apa M misionari si M canimali. Un transport contine 2 persoane.
Cu o barca ce poate transporta la un moment dat unul sau doi oameni. Se cere sd se gdseasca
toate modalitatile de a transporta pe tofi pe celalalt mal, fara a permite la vreun transport ca
numdarul de canibali dintr-o locatie sa depaseasca numarul de misionari.

7. Se da un teren sub forma de matrice cu M linii si N coloane. Fiecare element al matricei
reprezintd un subteren cu o anumita altitudine data de valoarea retinutd de element (numar
natural). Intr-un astfel de subteren, de coordonate (lin,col) se gdseste o bild. Stiind cd bila se poate
deplasa in orice portiune de teren aflata la nord, est, sud sau vest, de altitudine strict inferioard

fe, .

terenul [29].

8. Scrieti un program care afiseaza in fisierul cercuri.out toate
modalitatitile de inlocuire a literelor din imaginea aldturata ‘
cu cifre de la 1 la 9 astfel incdt suma cifrelor din fiecare cerc

sd fie aceeasi.

9. Se citeste un numar natural n. Generati si afisati toate combinatiile de cdte n cifre binare care nu
au doua cifre de 1 alaturate.

10. Se da o lista de n cuvinte. Sa se formeze cel mai lung sir in care fiecare cuvdnt incepe cu litera cu
care se terming predecesorul.

11. Sa se scrie in fisierul solutii.in toate numerele de n, (0<n<10) cifre, care adunate fiecare cu
numarul obtinut prin inversarea ordinii cifrelor sale, dau un numar pdatrat perfect.

12. Sa se genereze toate permutarile de dimensiune n cu valori din 1..n cu proprietatea ca oricare ar
fi 2<=i<=n, exista un 1<=j<=i, astfel incat |v(i)-v(j)|=1.

13. Se dau N puncte albe si N puncte negre in plan ,de coordonate intregi .Fiecare punct alb se uneste
cu cdte un punct negru, astfel incdt din fiecare punct, fie el alb sau negru, pleaca exact un
segment. Sa se determine o astfel de configuratie de segmente incdt oricare doud segmente sa nu
se intersecteze. Se citesc 2N perechi de coordonate corespunzand punctelor [31].

14. Se citeste un numdr natural n. Sa se genereze toate numerele care au in reprezentarea lor binara
atdtea cifre de 1 §i de 0 cate are §i reprezentare numarului n in baza 2.

15. Se citeste un numar natural n. Sa se genereze toate numerele care au in reprezentarea lor binarad
atdtea cifre de 1 §i cu n cifre de 0 in reprezentare numarului n in baza 2.
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METODA DIVIDE ET IMPERA

5.1 Notiuni generale despre divide et impera

Divide et impera este o clasa de algoritmi care functioneaza pe baza tacticii divide et impera.
Divide et impera se bazeaza pe principiul descompunerii problemei in douda sau mai multe
subprobleme (mai usoare), care se rezolva, iar solutia pentru problema initiala se obtine combindnd
solutiile subproblemelor.

De multe ori, subproblemele sunt de acelasi tip si pentru fiecare din ele se poate aplica aceeasi
tactica a descompunerii in (alte) subprobleme, pdnd cdnd (in urma descompunerilor repetate) se
ajunge la probleme care admit rezolvare imediata.

Nu toate problemele pot fi rezolvate prin utilizarea acestei tehnici. Se poate afirma ca numdrul
celor rezolvabile prin "divide et impera"” este relativ mic, tocmai datorita cerintei ca problema sa
admitd o descompunere repetatad.

Divide et impera admite o implementare recursiva, deorece subproblemele sunt
similare problemei initiale, dar de dimensiuni mai mici. Principiul general prin care se elaboreazd
algoritmi recursivi este: "ce se intdmpla la un nivel, se intdmpla la orice nivel" (avdind grija sa
asiguram conditiile de terminare) [21].

Principiul fundamental al recursivitatii este autoapelarea unui subprogram cdnd acesta este
activ; ceea ce se intampla la un nivel, se intampla la orice nivel, avand grija sa asiguram conditia
de terminare ale apelurilor repetate. Asemdandator se intampla si in cazul metodei divide et impera
la un anumit nivel sunt doua posibilitari:

S-a ajuns la o (sub)problema simpla ce admite o rezolvare imediatd, caz in care se rezolva
(sub) problema si se revine din apel (la subproblema anterioara, de dimensiuni mai mari),;
s-a ajuns la o (sub) problema care nu admite o rezolvare imediatd, caz in care o
descompunem in doud sau mai multe subprobleme si pentru fiecare din ele se continua
apelurile recursive (ale functiei).

Asadar, un algoritm prin divide et impera se elaboreaza astfel: la un anumit nivel avem doud

S-a ajuns la o problema care admite o rezolvare imediata (conditia de terminare), caz in care
se rezolva si se revine din apel,;
NU S-a ajuns in situatia de la punctul precedent, caz in care problema curentd este
descompusa in (doua sau mai multe) subprobleme, pentru fiecare din ele urmeaza un
apel recursiv al functiei, dupa care combinarea rezultatelor are loc fie pentru fiecare
subproblema, fie la final, inaintea revenirii din apel.

Metoda divide et impera se poate aplica in rezolvarea unei probleme care indeplinesc
urmatoarele condirii :
se poate descompune in ( doud sau mai multe) suprobleme ;
aceste suprobleme sunt independente una fata de alta (o0 subproblema nu se rezolva pe baza
alteia si nu foloseste rezultate celeilalte);
aceste subprobleme sunt similare cu problema initiala;
la randul lor subproblemele se pot descompune (daca este necesar) in alte subprobleme mai
simple;
aceste subprobleme simple se pot solutiona imediat prin algoritmul simplificat.

Deoarece putine probleme indeplinesc conditiile de mai sus, aplicarea metodei este destul de
rarda. Dupa cum sugereaza si numele 'desparte si Stapdneste ', etapele rezolvarii unei probleme
(numit@ problema initiala) in divide et impera sunt :

descompunerea problemei initiale in subprobleme independente, smilare problemei de baza,
de dimensiuni mai mici ;
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descompunerea treptata a subproblemelor in alte subprobleme din ce in ce mai simple, pand
cand se pot rezolva imediat prin algoritmul simplificat ;

rezolvarea subproblemelor simple ;
combinarea solugiilor gasite pentru construirea solugilor subproblemelor de dimensiuni din

ce In ce mai mari ;
combinarea ultimelor solurii determing obyinerea solutiei problemei inifiale .

In etapa finald a metodei divide et impera se produce combinarea subproblemelor (rezolvate deja)
prin secventele de revenire din apelurile recursive [33].

Etapele metodei  divide et impera (prezentate anterior) se pot reprezenta prin urmdtorul
subprogram general recursiv exprimat in limbaj natural:

Subprogram DIVIMP (PROB) ;

Dacda PROBLEMA PROB este simpla

Atunci se rezolvd si se obtine solutia SOL

Altfel pentru i=l,k executd DIVIMP (PROB) si se obtine SOLl;
Se combind solutiile SOL 1,.., SOL K si se obtine SOL;
Sfarsit_subprogram;

Deci, subprogramul DIVIMP se apeleazad pentru problema initiala PROB; aceasta admite
descompunerea in K subprobleme simple; pentru acestea se reapeleaza recursiv subprogramul; in
final se combina solutiile acestor K subprobleme.

De obicei, problema initiald se descompune in doua subprobleme mai simple; in acest caz etapele
generale ale metodei divide et impera se pot reprezenta concret, in limbaj pseudocod, printr-un
subprogram recursiv astfel:

Subprogram DIVIMP(1li,ls,sol);
Dacd ((ls-1li)<=eps)

Atunci REZOLVA (1i,ls,sol);
Altfel

DIVIDE (1li,m,1ls);

DIVIMP (1i,msoll) ;

DIVIMP (m,1ls,sol2);

COMBINA (soll,sol2,s0l) ;
Sfarsit_subprogram;

Subprogramul DIVIMP se apeleaza pentru problema initiald care are dimensiunea intre
limita inferioara (1i) si limita superioara (Is); daca (sub)problema este simpla (Is-li<=eps), atunci
subprogramul REZOLVA ii afla solutia imediat si se produce intoarcerea din apelul recursiv; daca
(sub)problema este (inca) complexa, atunci subprogramul DIVIDE o imparte in doua subprobleme,
alegand pozitia m intre limitele i si Is; pentru fiecare din cele doud subprobleme se reapeleaza
recursiv subprogramul DIVIMP; in final, la intoarcerile din apeluri se produce combinarea celor
doua solutii soll si sol2 prin apelul subprogramului COMBINA [34].
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5.2 Analiza complexitatii algoritmilor metodei divide et impera

Un algoritm D&I imparte problema in mai multe subprobleme similare cu problema initiala si de
dimensiuni mai mici, rezolva sub-problemele recursiv si apoi combina solutiile obtinute pentru a
obtine solutia problemei initiale. Sunt trei pasi pentru aplicarea algoritmului D&I:

o Divide: imparte problema in una sau mai multe probleme similare de dimensiuni mai mici.

o Impera (stapaneste sau guverneaza): rezolva subprobleme recursiv; daca dimensiunea (sub)
problemelor este mica se rezolva iterativ.

o Combinda: combina solutiile sub-problemelor pentru a obtine solutia problemei initiale.

Complexitatea algoritmilor D&I se calculeaza dupa formula: T(n)=D(n)+Sn)+C(n), unde D(n), S(n)
si C(n) reprezinta complexitatile celor 3 pasi descrisi mai sus: divide, stapdaneste respectiv combind.
Aceasta paradigmd conduce in g eneral la un timp de ¢ alcul polinomial.

Vom presupune ca dimensiunea n; a subproblemei P; satisface n; < n/b, unde b>1, in acest fel
pasul de divizare reduce o subproblema la altele de dimensiuni mai mici, ceea ce sigura proprietatea
de terminare a subprogramului recursiv. Divizarea problemei in subprobleme si asamblarea solutiilor
necesitd timpul O(n"). Complexitatea timp T(n) a algoritmului Divide et impera este dati de

urmdtoare relatie de recurenta:

(1), dacan <n,

T(n)=
() a-T(E)+O(nk), dacd n>n,

Teorema:
Dacd N > N, atunci:

O(n"%*?), dacd a > b*,
T(n)=<0(n*-log, n), dacd a = b",
o(n%), dacd a <b*.

Algoritmii divide et impera au o bund comportare in timp, dacd dimensiunile subproblemelor in
care se imparte subproblema sunt aproximativ egale. Daca lipsesc fazele de combinare a solutiilor,
viteza acestor algoritmi este si mai mare (ex. c¢ adutarea binard). In majoritatea cazurilor,
descompunerile injumdtatescdimensiunea problemei, un exemplu tipic reprezentdindu-l sortarea prin
interclasare.

Exemplul 1
Se da un vector sortat crescator (v[1], v[2], ..., v[n]) ce contine valori reale distincte si o valoare x.
Sa se gaseasca la ce pozitie apare x in vectorul dat.

Rezolvare:
BinarySearch (Cautare Binara), se rezolva cu un algoritm D&lI:
e Divide: impartim vectorul in doi sub-vectori de dimensiune n/2.
e Stapdneste: aplicam algoritmul de cautare binarda pe sub-vectorul care contine valoarea
cautatd.
e Combina: solutia sub-problemei devine solutia problemei initiale, motiv pentru care nu mai
este nevoie de etapa de combinare.

Complexitate:
e complexitate temporala : T=0(log(n)), se deduce din recurenta T(n)=T(n/2)+0O(1).
e complexitate spatiala : S=O(1), nu avem structuri de date complexe auxiliare, atragem
atentia ca acest algoritm se poate implementa si recursiv, caz in care complexitatea spasiala
devine O(log(n)), intrucdt salvam pe stiva O(log(n)) parametri (intregi, referinte) [35].
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Exemplul 2

Se considera 3 tije S (sursa), D (destinatie), aux (auxiliar) si n discuri de dimensiuni distincte (1,2,...,n
- ordinea crescatoare a dimensiunilor) situate initial toate pe tija S in ordinea 1,2,...,n (de la varf
catre baza). Singura operatie care se poate efectua este de a selecta un disc ce se afld in varful unei
tije si plasarea lui in varful altei tije astfel incdt sa fie asezat deasupra unui disc de dimensiune mai
mare decdt a sa. Sd se gdseascd un algoritm prin care se mutd toate discurile de pe tija S pe tija D
(problema turnurilor din Hanoi).

Rezolvare:
Pentru rezolvarea problemei folosim urmdtoarea strategie:
o mutam primele n—1 discuri de pe tija S pe tija aux folosindu-ne de tija D.
e mutam discul n pe tija D.
e mutam apoi cele n—1 discuri de pe tija aux pe tija D, folosindu-ne de tija S.
Ideea din spate este cd avem mereu 0 singurda sursd si o singurd destinatie Sd atingem un scop.
Intotdeauna a 3-a tija va fi consideratd auxiliard si poate fi folosita pentru a atinge scopul propus.

Complexitate:
o complexitate temporala : T(n)=0(2n), se deduce din recurenta T(n)=2+T(n—1)+0(1).
o complexitate spatiala : S(n)=0(n), la un moment dat, nivelul maxim de recursivitate este n.

Exemplul 3

Fie cd avem la dispozitie o tabla patratica de dimensiuni 2"x2". Dorim sd scriem pe patratelele tablei
numere naturale cuprinse intre 1si2"+2", conform unei parcurgeri mai deosebite pe care o
numim Zoro. O parcurgere Zoro viziteazd recursiv cele patru cadrane ale tablei in ordinea: stanga-
sus, dreapta-sus, stanga-jos, dreapta-jos. La un moment dat dorim sd aflam ce numar de ordine trebu-
ie sa scriem conform parcurgerii ZOr0 pe anumite pdtrdtele date prin coordonatele lor (x,y). Vom ince-
pe umplerea tablei intotdeauna din coltul din stanga-Sus.

Rezolvare:

Analizdnd modul in care se completeaza matricea din enuntul nostru, observam ca la fiecare etapa
impartim matricea in 4 submatrici (4 subprobleme). De asemenea, sirul de numere pe care dorim sa-|
punem in matrice se imparte in 4 secvente, fiecare corespunzdnd unei submatrici. Mai observam astfel
ca problema suporta descompunerea in subprobleme disjuncte si cu structurd similard, ceea ce ne
face sa ne gandim la o solutie cu Divide et Impera.

Complexitate:

e complexitate temporald : T=0(n), adicd logs(2")=1/2*log,(2")=1/2*n.

e complexitate spatiala : S=0(n), stocam parametrii pentru recursivitate, solutia se poate
implementa si iterativ, caz in care S=0(1); deoarece dimensinile spatiului de cautare sunt
2"+2", n este foarte mic (n<=15), de aceea o solutie iterativa nu aduce niciun cdstig efectiv in
aceasta situatie [36].
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5.3 Forme specifice de cautare ale metodei divide et impera

1. Cautare binara

Algoritmul de cautare binara este un algoritm de cautare folosit pentru a gasi un element intr-0
listd ordonatad (tablou unidimensional/vector). Algoritmul functioneaza pe baza tehnicii divide et
impera. Valoarea cautatd este comparata cu cea a elementului din mijlocul listei. Dacd e egald cu cea
a acelui element, algoritmul se termind. Daca e mai mare decdt acea valoare, algoritmul se reia, de la
mijlocul listei pana la sfarsit, iar daca e mai mica, algoritmul se reia pentru elementele de la
inceputul listei pand la mijloc. Intrucadt la fiecare pas cardinalul multimii de elemente in care se
efectueazd cdutarea se injumdtdteste, algoritmul are complexitate logaritmica.

Se considera un tablou unidimensional v de n elemente deja sortat s: trei variabile: i=inceput,
s=sfarsit si m=mijloc. Metoda verificd de mai multe ori daca mijlocul vectorului/tabloului
unidimensional este egal cu elementul cautat:
in cazul in care este egala, variabila m reprezinta pozitia elementului in vector;
daca nu se indeplineste conditia de egalitate se trece la verificarea pozitiei elementului cautat
in vector astfel: daca elementul cautat este mai mic decat elementul din mijlocul vectorului,
variabila "s" ia valoarea lui "m", iar daca nu variabila i ia valoarea lui m.

Totul se repetd atdt timp cdt i este mai mic decdt S.

Se aplica pentru siruri ordonate, principiul algoritmului, constind in injumatdatirea repetata a
intervalului in care se cautd elementul specificat. La fiecare pas se compard elementul cautat cu
elementul din mijlocul intervalului de cautare, daca avem egalitatea algoritmul se termind. Dacd nu
avem egalitate cautam doar in jumdtatea din stinga sau doar in jumdtatea din dreapta in functie de
sensul inegalitatii si de ordinea crescatoare sau descrescatoare a elementelor sirului. Procesul se
repeta cu jumatatea de interval aleasa. Algoritmul se opreste fie cand am gasit elementul, fie cand am
terminat de inspectat sirul si nu am gasit nimic.

Practic, ignoram jumatate din elemente imediat dupa o singura comparatie:
o Comparam X cu elementul din mijloc.
e Daca x se potriveste cu elementul din mijloc, returnam indicele din mijloc.
o Altfel Daca x este mai mare decat elementul mijlociu, atunci x poate sta doar in jumadtatea
submultimii din dreapta dupa elementul mijlociu. Asa cd reapdram pentru jumdtatea dreaptad.
e Inrest (x este mai mic) se repetd pentru jumdtatea stangd.

2. Cdutare binard uniformd

Cautare binara uniformd este o optimizare a algoritmului de cautare binarda atunci cand multe
cautari sunt ficute pe acelasi tablou sau pe multe tablouri de aceeasi dimensiune. In cautarea binard
normald, efectuam operatii aritmetice pentru a gdsi punctele intermediare. Aici precomputam
punctele intermediare si le completam in tabelul de cautare. Aspectul de tabla functioneazd, in
general, mai repede decdt aritmetica facuta (adaugarea si deplasarea) pentru a gasi punctul
intermediar.

Algoritmul este foarte similar cu algoritmul de cautare binara. Singura diferentad este ca un tabel
de cautare este creat pentru un tablou si tabelul de cautare este utilizat pentru a modifica indexul
indicelui din tablou care face cdutarea mai rapidd. In loc si mentind legdturile inferioare i
superioare, algoritmul mentine un index si indexul este modificat, folosind tabelul de cautare.

Algoritmul utilizeazd o tabeld de cautare - notatd delta — pentru a actualiza indexul pozitiei in
care se cautd in vectorul dat. In functie de n (numdrul de elemente din vectorul dat), delta trebuie sd
ia valori astfel incdt sa injumatdteasca la fiecare pas pe n.

Algoritmul inlocuieste utilizarea limitei inferioare, a limitei superioare si a mijlocului cu doi
indecsi, unul pentru pozitia curentd si unul pentru rata lui de modificare: 6. Dupd fiecare comparatie
de inegalitate se seteazd i =i £ 0 §i 6 = 0/2 [37].
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3. Cautare ternara

Cdutarea ternara este un algoritm divide et impera care poate fi utilizat pentru a gasi un element
intr-un tablou. Este similar cu acea cdutarea binard in care impdrtim tabloul in doud. In acest
algoritm, impartim tabloul dat in trei si determindm care are cheia (elementul cautat).

Putem imparti tabloul in trei parti luand midl si mid2 care pot fi calculate asa cum se arata mai
jos. Initial, [ si v vor fi egale cu 0, respectiv n-1, unde n este lungimea tabloului:

e midl =1+ (r-1)/3;

e mid2 =r—(r-)/3.

Este important ca tabloul unidimensional sa fie sortat pentru a efectua cdautdrea ternard in el.

Pasi pentru efectuarea cautarii Ternare:

e In primul rdnd, comparam cheia cu elementul de la midl. Dacd este gdsit egal, ne intoarcem
la midl.

e Daca nu, atunci comparam cheia cu elementul de la mid2. Daca este gdsit egal, ne intoarcem
la mid2.

o Daca nu, atunci verificam daca cheia este mai mica decdt elementul de la midl. Daca da,
atunci reveniti la prima parte.

e  Daca nu, atunci verificam dacd cheia este mai mare decat elementul la mid2. Daca da, atunci
reveniti la a treia parte.

e Dacd nu, atunci vom recidiva la a doua parte (din mijloc) [38].

4. Cautare Fibonacci

Cautarea Fibonacci este o tehnica bazatd pe comparatie care foloseste numere Fibonacci pentru
a cauta un element intr-un tablou sortat. Asemdnari cu cautarea binara:functioneaza pentru tabelele
sortate; utilizeaza un algoritm divide et impera si are complexitatea temporala T(n)=log n.

Pasi pentru efectuarea cautarii Fibonacci:

o Fie elementul cautat sd fie X.

o Ideea este de a gdsi mai intdi cel mai mic numdar Fibonacci care este mai mare sau egal cu
lungimea tabloului dat.

o Fie numarul Fibonacci gasit este fib (numarul lui Fibonacci gasit). Folosim al (m-2)-lea
numdr Fibonacci drept index (daca este o pozitie valida).

e Fie al (m-2-lea) numar Fibonacci este i, comparam arr [i] cu x, daca x este acelasi, revenim
i. In rest, dacd x este mai mare, vom recidiva pentru subarray dupd i, altfel repetdm pentru
subarray inainte de i [39)].

5. Cdautare prin interpolare

Cautarea binara se refera intotdeauna la elementul de mijloc pentru a verifica. Pe de alta parte,
cautarea interpolarii poate merge in diferite locatii in functie de valoarea cheii cautate. De exemplu,
daca valoarea cheii este mai aproape de ultimul element, cautarea interpolarii este probabil sa
inceapd cautarea cdtre partea finald.

Pentru a gdsi pozitia de cautat, utilizeaza urmdtoarea formula:
pos = lo + [(x-array [lo]) * (hi-lo) / (array [hi] -array [Lo])], unde array [] este vectorul unde
trebuie cautat elementul, x este elementul de cautat, 10 este indicele de pornire in array [], este
indicele de incheiere in array []. Ideea formulei este de a returna o valoare mai mare a pos cdnd
elementul de cautat este mai aproape de array [hi]. Si valoare mai mica atunci cand este mai
aproape de array [lo].

Cautarea prin interpolare se bazeaza pe strategia adoptata de o persoand cand cautd un cuvant
intr-un dictionar. Astfel, daca cuvantul cautat incepe cu litera C, deschidem dictionarul undeva mai la
inceput, iar cand cuvdntul incepe cu litera V, deschidem dictionarul mai pe la sfarsit. Daca e este
valoarea cautata in vectorul afic..sf], atunci partitionam spatiul de cautare pe pozitia m=ic+(e-
alic])*(sf-ic)/(a[sf]-afic]). Aceasta partitionare permite o estimare mai bund in cazul in care
elementele lui a sunt numere distribuite uniform [37] .
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54 Implementarea metodei divide et impera la rezolvarea
problemelor elementare

Problema 1: Radical de ordinul n din x

| Conditia problemei | Exemplu
Se citesc doua numere, n si x, n | Pentru N=2 si X=35.
natural si x real pozitiv. Fard a folosi | Solutie:

functia pow, extrageti cu 4 zecimale N=2 X=1 obtinem 1
exacte radicalul de ordinul n din X, N=2 X=2 obtinem 1.41421
folosind metoda divide et impera. N=2 X=3 obtinem 1.73205
N=2 X=4 obtinem 2
N=2 X=5 obtinem 2.23607

| Implementare C++

#include<iostream>
#include<cmath>
using namespace std;
float f(float y, int n, float x) {
float p=1;
for(int i=1l;i<=n;i++)
pP=pP*y;
return p-x;
}
float DEI(float s, float d, int n, float x){
if(d-s<=0.000001) return s;
else({
float m=(s+d)/2;
if(f(m,n,x)==0) return m;
else
if (£(m,n,x)<0) return DEI(m,d,n,x);
else return DEI(s,m,n,x);
}
}
int main () {
int n; float x;
cout<<"Introduceti ordinul radicalului: \t\t"; cin>>n;
cout<<"Introduceti numarul de sub radical: \t"; cin>>x;
cout<<endl;
for (int i=2;i<=x;i++) {
cout<<"Radical de ordinul "<<n<<" din "<<i<<" este: \t";
Cout<<DEI(0,sqrt(i),n,i)<<"\n";
}
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti ordinul radicalului: 2
Introduceti numarul de sub radical: 10
Radical de ordinul 2 din 2 este: 1.41421
Radical de ordinul 2 din 3 este: 1.73205
Radical de ordinul 2 din 4 este: 2
Radical de ordinul 2 din 5 este: 2.23607
Radical de ordinul 2 din 6 este: 2.44949
Radical de ordinul 2 din 7 este: 2.64575
Radical de ordinul 2 din 8 este: 2.82843
Radical de ordinul 2 din 9 este: 3
Radical de ordinul 2 din 10 este: 3.16228
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Problema 2: Ridicarea la putere

Conditia problemei | Exemplu
Se citesc doud numere intregi n si x. | Pentru N=35 si X=10.
Scrieti un program care va calcula pe | Solutie:

x" , folosind metoda divide et impera. 10 = 1;

Este posibil sa presupunem cd x si n 219 = 1024;
sunt mici §i ca surplusul nu se 31 = 59049;
intampla. 4% = 1048576;

510 = 9765625;

| Implementare C++

#include<iostream>
#include<cmath>
using namespace std;
int DEI(int x, unsigned int y){
if (y == 0) return 1;
else
if (y%2 == 0)
return DEI (x, y/2)*DEI(x, y/2);
else
return x*DEI (x, y/2)*DEI(x, y/2);
}
int main() {
int n, x;
cout<<"Introduceti un numar ca baza: \t\t";

cin>>x;

cout<<"Introduceti un numar ca putere: \t";

cin>>n;

cout<<endl;

for (int i=l;i<=x;i++) {
cout<<"Solutie: "<K<Li<"A"<nK" = ";
Ccout<<DEI (i,n)<<"\n";

}

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti un numar ca baza: 20
Introduceti un numar ca putere: 2
Solutie: 172 =1
Solutie: 272 = 4
Solutie: 372 = 9
Solutie: 4742 = 16
Solutie: 572 = 25
Solutie: 62 = 36
Solutie: 742 = 49
Solutie: 872 = 64
Solutie: 942 = 81
Solutie: 1042 = 100
Solutie: 1142 = 121
Solutie: 1272 = 144
Solutie: 1342 = 169
Solutie: 1472 = 196
Solutie: 1542 = 225
Solutie: 1672 = 256
Solutie: 1742 = 289
Solutie: 1842 = 324
Solutie: 1942 = 361
Solutie: 2072 = 400
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Problema 3: Polinom

Conditia problemei
Sa se rezolve ecuatria x°+x-1=0 pe
intervalul  [0,1], folosind metoda
divide et impera.

Exemplu

Solutie:
G&sim di(x3+x—1):3x2+1; Fie X, =1,
X

., <0.000001.

Calculele se vor face in felul urmator:
PASUL 1:

f(x)=L+1-1=1 f(x)=31+1=4

atunci calculédm X, ,; pdnd céand AX

X, =1—% =0.75; Ax, =|0.75-1=0.25;
PASUL 2:

f(x)=0.75"+0.75-1=0.171875;

f'(x)=30.75" +1=2.6875;

0.171875
X, =0.75——=——-"""—0.68604.. ;
2.6875
AX, =[0.68604...—0.75| = 0.06395...;
Celelalte se calculeazada asemdanator celor de
mai sus.Rezultatele finale ale calculelor
manuale sunt:
1 x1=0.75 Ax1=0.25
2 x2=0.68604... Ax2=0.06395...
3 x3=0.68233... Ax3=0.00370...
4 x4=0.68232... Ax4=0.00001...
5 x5=0.68232... Ax5=1.18493...E-10

#include<iostream>
#include<cmath>
using namespace std;
float f(float x) {
return pow(x,3)+x-1;
}
float DEI(float s, float d){
if (d-s<=0.0000001) return s;
else {
float m=(s+d)/2;
if (£ (m)==0) return m;

}

}

int main () {
cout<<"Solutia este:
return 0;

}

Implementare C++

else if(£(m)<0) return DEI (m,d);
else return DEI(s,m) ;

\t"<<DEI (0,1) ;

Rezultatele executiei:

Solutia este: 0.682328
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Problema 4: Suma si produs din vector

Conditia problemei | Exemplu

Sa se determine suma si produsul | Pentru N=8 si elementele tabloului unidimensional:
elementelor wunui vector, flosind | 234156809.

algoritmul divide et impera. Se vor | ¢,/ytie:
utiliza subprograme aparte. i Stanga Dreapta
1 2 341 5689
2 23 4 1 56 8 9
3 243 4+1 5+6 8+9
4 55 11 17
5 5+5 11+17
6 10 28
7 10+28
8 38

Solutia in 8 pasi: suma=38
In asa mod obtinem si produsul=51840

| Implementare C++

#include<iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int v[20],n;
int DEI1l (int 1li,int 1s){
int mij, d1 ,d2;
if(1i'=1s) {
mij=(li+ls)/2; d1= DEI1l(li,mij); d2= DEI1l (mij+1,1ls);
return dl+d2;
} else return v[1li];
}
int DEI2 (int 1li,int 1s){
int mij, d1 ,d2;
if(1i'=1s) {
mij=(li+ls)/2; dl= DEI2(li,mij); d2= DEI2(mij+1,1ls);
return dl*d2;
} else return v[li];
}
int main () {
cout<<"Introdu dimensiunea tabloului unidimensional: \t";

cin>>n;
for(int i=1l;i<=n;i++) {
cout<"v["<<Kik<"]= ";cin>>v[i];

}

system("cls") ;

cout<<"Elementele tabloului unidimensional: \n\t";

for(int i=1l;i<=n;i++) {

coutv[i]<" ";

} cout<<endl;

cout<<"\nSuma celor "<<n<<" elemente:\t\t"<< DEI1l(1,n);

cout<<"\nProdusul celor "<<n<<" elemente:\t"<< DEI2(1l,n);
}

Rezultatele executiei:
Elementele tabloului unidimensional:

23415689

Suma celor 8 elemente: 38
Produsul celor 8 elemente: 51840
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Problema 5: Min si Max din vector

Conditia problemei | Exemplu

Se citeste un vector cu n elemente | Pentru N=8 si elementele tabloului unidimensional:
numere naturale. Sa se determine | 234156809.
elementul minim si maxim din vector,

cntul m p Solutie:
folosind divide et impera.

(2 3 41) (5 6 8 9)

(2 3) (4 1) (5 06) (8 9)
2 1 5 8
(2 1) (5 8)

1 5
(15)

1

~ oUW

Solutia iIn 7 pasi:
MINIM (2,3,4,1,5,6,8,9)=1
In asa mod obtinem si MAXIM=9

| Implementare C++

#include<iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int v[20],n;
int DEIl (int v[100],int s , int d){
if ( s == d ) return vi[s];
else({
int m = (s+d)/2; int ml = DEIl(v,s,m); int m2
if (ml < m2 ) return ml;
else return m2;

DEIl1l(v,m+1,d) ;

}

}

int DEI2(int v[100],int s , int d){
if ( s == d ) return vi[s];
else({

int m = (s+d)/2; int ml = DEI2(v,s,m); int m2 = DEI2(v,m+1l,d);
if (ml >m2 ) return ml;
else return m2;
}
}
int main () {
cout<<"Introdu dimensiunea tabloului unidimensional: \t";cin>>n;
for(int i=1l;i<=n;i++) {
cout<<"v["<<Kikk"]= ";cin>>v[i];
}
system("cls") ;
cout<<"Elementele tabloului unidimensional: \n\t";
for(int i=1l;i<=n;i++) {
coutv[i]<" ";
} cout<<endl;
cout<<"\nElementul minim:\t"<< DEIl(v,1,n);
cout<<"\nElementul maxim:\t"<< DEI2(v,1,n);

}

Rezultatele executiei:

Elementele tabloului unidimensional:
10 20 30 5 8

Elementul minim: 5
Elementul maxim: 30
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Problema 6: CMMDC din vector

Conditia problemei | Exemplu

Se citeste un vector cu n elemente | Pentru N=8 si elementele tabloului unidimensional:
numere naturale. Sa se calculeze | 234156 809.

CMMDC al elementelor vectorului, | so7,zie:
folosind divide et impera. Se vor| 1 (2 3 4 1) (5 6 8 9)
utiliza subprograme aparte. 2 (2 3) (4 1) (5 6) (8 9)
3 1 1 1 1
4 (1 1) (1 1)
5 1 1
6 (1 1)
7 1

Solutia in 7 pasi:
cmMmDC (2,3,4,1,5,6,8,9)=1

| Implementare C++

#include<iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
int v[20],n;
int DEI(int v[20], int s, int d){
if (s==d) return v[s];
else({
int x,y;
x=DEI (v,s, (s+d)/2) ;
y=DEI (v, (s+d)/2+1,d) ;
while (x!'=y)
if (x>y) x=x-y;
else y=y-x;
return x;
}
}
int main() {
cout<<"Introdu dimensiunea tabloului unidimensional: \t";
cin>>n;
for(int i=1l;i<=n;i++) {
cout<<"v["<<Kik<k"]= ";cin>>v[i];
}
system("cls") ;
cout<<"Elementele tabloului unidimensional: \n\t";
for(int i=1l;i<=n;i++) {
coutv[i]<" ";
}
cout<<"\nCMMDC ( ";
for(int i=1l;i<=n;i++) {
coutv[i]<" ";
}
cout<<" ) = "<<DEI(v,1l,n);
}

Rezultatele executiei:

Elementele tabloului unidimensional:
6 12 18 24 30
CMMDC ( 6 12 18 24 30 ) = 6
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Problema 7: Valoarea unei expresii

Conditia problemei | Exemplu
Sa se claculeze valoarea urmatoarei | Pentru n=1 vom avea:
expresii: E=n*(n+1), folosind divide o 1*¥(1+1)=1*2=2
et impera. Se vor utiliza subprograme | Pentru n=2 vom avea:

aparte. o 1*%(1+1) 2*(2+1)
o 1%2 2*3
o 2 + 6 =8

Pentru n>3 vom avea acelagsi procedeu de descompunere in
conformitate cu principiul metodei divide et impera.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int n;
void DEI (int p,int u,int &z) {
int m,x1,x2;
if (p==u) z=p*(p+l);
else {
m=(p+u) /2; //divizeaza
DEI(p,m,x1);
DEI (m+1,u,x2) ;
z=x1+x2; //combina
}
}
int main() {
int z=0;
cout<<"Introduceti valoarea lui n, n= \t";cin>>n;
DEI(1l,n,z);
cout<<"\nValoarea sumei conform formulei este: \n";
for(int i=l;i<=n;i++) {
DEI(1,i,z);
cout<<"\tPentru n= "<<i<<" suma este: "<<z<<endl;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti valoarea lui n, n= 10

Valoarea sumei conform formulei este:

Pentru n= 1 suma este: 2
Pentru n= 2 suma este: 8
Pentru n= 3 suma este: 20
Pentru n= 4 suma este: 40
Pentru n= 5 suma este: 70
Pentru n= 6 suma este: 112
Pentru n= 7 suma este: 168
Pentru n= 8 suma este: 240
9

Pentru n= suma este: 330

Pentru n= 10 suma este: 440
Pentru n= 11 suma este: 572
Pentru n= 12 suma este: 728
Pentru n= 13 suma este: 910
Pentru n= 14 suma este: 1120
Pentru n= 15 suma este: 1360
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Problema 8: Turnurile din Hanoi.

Sunt

plasate n discuri asezate in ordinea
descrescatoare a diametrelor. Se cere
de trecut toate discurile de pe tija x pe
tija y, folosind tija intermediara z,
astfel tncat sa se respecte urmdtoarea

cond

afla deasupra celui mai mare la orice ( 2 ( )
transfer.

Conditia problemei | Exemplu
date 3 tije X, vy, z. Pe tija x sunt

itie: discul mai mic totdeauna se

#inc
#inc
usin
int

void

}

Implementare C++
lude <iostream>
lude <math.h>
g namespace std;
numarare;
Hanoi (int n,char din_tija,char in_tija,char aux) {
if (n == 1){
cout << "Muta discul 1 din tija " <<din_tija<<" in tija ";
cout<<in tija<<endl;
return; -
}
Hanoi(n - 1,din_tija,aux,in_tija);
cout << "Muta discul " <<n<< " din tija " <<din_tija<<" in tija ";
cout<<in_tija<<endl;
Hanoi(n - 1,aux,in_tija,din_tija);

int main() {

int n = 3; // Numarul de discuri

cout << "Turnurile din Hanoi cu 3 tije si "<<n<<" discuri.\n"<<endl;
Hanoi(n,'A','C','B'); // A, B si C sunt numele tijelor

numarare=pow (2,n)-1;

cout << "\nNumarul total de miscari este: "<<numarare<<endl;

return 0;

Rezultatele executiei:

Turn

Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta
Muta

Numa

urile din Hanoi cu 3 tije si 4 discuri.
discul 1 din tija A in tija B
discul 2 din tija A in tija C
discul 1 din tija B in tija C
discul 3 din tija A in tija B
discul 1 din tija C in tija A
discul 2 din tija C in tija B
discul 1 din tija A in tija B
discul 4 din tija A in tija C
discul 1 din tija B in tija C
discul 2 din tija B in tija A
discul 1 din tija C in tija A
discul 3 din tija B in tija C
discul 1 din tija A in tija B
discul 2 din tija A in tija C
discul 1 din tija B in tija C
rul total de miscari este: 15
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Problema 9: Contorizarea elemente

Conditia problemei
Se citeste un vector cu n elemente
numere naturale. Sa se numere cCdte

lor prime

Exemplu

Pentru N=8§ si elementele tabloului unidimensional:
234156809.

elemente prime sunt in acest VeCtor, | §,lytie:

folosind divide et impera. Se vor |1 (2 3 4 1) (5 6 8 9)

utiliza subprograme aparte. 2 (2 3) (4 1) (5 6) (8 9)
3 (2 3) 1 5

Solutia in 3 pasi:
Numere Prime(2,3,1,5)=4

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int v[100],n,p;
int prim(int x) {
for (int d=2;d<=x/2;d++)
if (x%d==0) return O0;
return 1;
}
void afisare prim() {
for(int i=1l; i<=n;
int x=0;
for (int d=2;d<=v[i]/2;d++)
if(v[i]%d==0) x++;
if (x==0) cout<<v[i]<<"

i++) {

}
}
int DEI(int p,int u){
int m,x,y;
if (p==u)
if (prim(v[p]) and (v[p]'=1
else return 0;
else({
m=(p+u) /2;
return DEI (p,m) + DEI(m+1l,u);

|l vipl==1)) return 1;

}

}

int main () {
cout<<"Introdu dimensiunea tabloului: \t";cin>>n;
cout<<"Introdu elementele tabloului unidimensional: \n\t";
for(int i=1l;i<=n;i++)
cin>>vI[i];
cout<<"\nNumarul de elemente prime din tablou este: \t";
cout<<DEI(1l,n) ;
cout<<"\nElementele prime din tablou sunt: \t\t";
afisare prim();

}

Rezultatele executiei:

Introdu dimensiunea tabloului: 8
Introdu elementele tabloului unidimensional:
23415689

Numarul de elemente prime din tablou este:
Elementele prime din tablou sunt:
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Problema 10: Fibonacci

Conditia problemei
In termeni matematici, secventa F(n) a
numerelor Fibonacci este definitd prin
relatia de recurenta:
F(n) = F(n-1) + F(n-2), cu valorile
predefinite: F(0) = 0si F(1) = 1.

| Exemplu
Italianul Leonardo din Pisa (cunoscut in mathematici drept
Fibonacci) a descoperit un gsir de numere destul de
interesant: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,
377, 610, 987, 1597, si asa mai departe.
Primele doua elemente ale sirufui sunt 0 si 1, iar al treilea

element este obtinut,adundnd primele doua: 0 + 1 = 1. Al
patrulea se obrine adundnd al treilea numar cu cel de-al
doilea (2 + 1 = 3 ). Astfel, fiecare numar Fibonacci este
suma celor doud numere Fibonacci anterioare.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
void inmultire (int F[2][2], int M[2][2]);
void putere(int F[2][2], int n);
int fib(int n) {
int F[2][2] = {{1,1},{1,0}};
if (n == 0) return O0;
putere (F, n-1);
return F[0][0];
}
void inmultire (int F[2][2], int M[2][2]) {

int x = F[0] [0]*M[0] [0] + F[O][1]*M[1][O];
int y = F[0][0]*M[O0][1] + F[O][1]*M[1][1];
int z = F[1][0]*M[0][0] + F[1][1]*M[1][O];
int w = F[1][0]*M[O0][1] + F[1][1]*M[1][1];
F[0][0] = x; F[O0][1] = y; F[1]1[0] = z; F[1][1] = w;

}
void putere(int F[2][2], int n){
if(n==0 || n == 1) return;
int M[2][2] = {{1,1},{1,0}};
putere(F, n/2);
inmultire(F, F);
if (n%2 !'= 0) inmultire(F, M);
}
int main () {
int n 9;
for(int i=0; i<=n;i++) {
cout<<"\nElementul "<<i<<" cu valoarea:

\t"<<fib (i) ;
}

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Elementul 0 cu valoarea: 0
Elementul 1 cu valoarea: 1
Elementul 2 cu valoarea: 1
Elementul 3 cu valoarea: 2
Elementul 4 cu valoarea: 3
Elementul 5 cu valoarea: 5
Elementul 6 cu valoarea: 8
Elementul 7 cu valoarea: 13
Elementul 8 cu valoarea: 21
Elementul 9 cu valoarea: 34
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Probleme aritmetice

1.

gL

Sa se calculeze sumele:

a. 1%2+2*3+3*4+ . .. +n*(n+1); d. 1+3+5+7+9+ ...+ (2*n-1);
b, 1%24+1%2%3+ ... +1*2*3* *n; e. 3+7+11+15+ ... + (4*n-1);
c. 1M42%+3%+ ... +(n-1)""+n"; f. 12+1/4+1/6+ ... + 1/(2*n);

Sa se calculeze factorialul unui numar introdus de la tastatura.

Sa se calculeze suma primilor n factorial, unde n este un numar introdus de la tastatura.
Sa se determine valoarea unui polinom intr-un punct.

Sa se determine cel putin o solutie a unei functii intr-un interval.

Probleme cu tablouri

~ =0 % N

~

13.

14.

15.

Sa se verifice daca vectorul contine sau nu elemente pare cu exact k divizori primi.
Sa verifice daca vectorul contine sau nu elemente impare cu exact d divizori primi.
Sa se contorizeze elementele pare §i cele impare dintr-un vector.

Sa se contorizeze elementele din vector mai mici decdt o valoare data.

. Sa se contorizeze elementele din seria lui Fibonacci ce se afla intr-un vector.
. Sa se gaseascad intr-un vector cu n elemente un element cu proprietatea ca valoarea lui este egald

cu pozitia pe care apare, (afk]=k).

. Sa se gaseasca intr-un vector cu n elemente un element cu proprietatea ca valoarea lui este egala

cu pozitia pe care apare cel mai mic element din vector.

Sa se gdseasca intr-un Vector cu n elemente un element cu proprietatea ca valoarea lui este egala
cu pozitia pe care apare cel mai mare element din vector.

Se da un sir cu n elemente, numere naturale. Sa se verifice daca toate elementele sirului au numar
par de cifre. Programul citeste de la tastaturd numdrul n, iar apoi cele n elemente ale sirului,
separate prin spatii. Programul afiseaza pe ecran mesajul DA, daca toate elementele sirului au
numdar par de cifre, respectiv NU, in caz contrar.

Se da un sir x format din n numere naturale nenule. Pentru fiecare element x; din sir sa se verifice
daca exista un numar k astfel incdt elementul x; sa fie egal cu suma primelor k elemente din sir.
Fisierul de intrare date.in contine pe prima linie numarul n, iar pe a doua linie n numere naturale
separate prin spatii. Fisierul de iesire date.out va contine pe linia i valoarea k daca elementul x;
este egal cu suma primelor k elemente din sir, sau 0 in caz contrar, pentru fiecare i de la 1 la n.

Probleme cu siruri de caractere

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.

Sa se afiseze in ordine inversa literele unui cuvant citit de la tastatura.

Sa se afiseze daca un cuvant este palindrom.

Sa se afiseze cuvintele care contin minim 3 vocale.

Sa se afiseze cuvintele care contin exact v vocale si ¢ consoane.

Sa se afiseze impartirea pe silabe a cuvintelor care contin exact 4 vocale.

Sa se afiseze cuvintele care contin exact k silabe dintr-un text.

Sa se contorizeze numarul de vocale si numarul de consoane dintr-un text.

Sa se contorizeze numdrul de aparitii a cel putin doud vocale alaturate dintr-un text, indiferent
daca exista spatiu intre ele.

Sa se contorizeze numdrul de aparitii a cel putin doud consoane alaturate dintr-un text, indiferent
daca exista spatiu intre ele.

Sa se contorizeze numarul de aparitii pentru diftong, triftong si heat dintr-un text.
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55 Implementarea metodei divide et impera la rezolvarea

problemelor complexe

Problema 1: Cautare binara

Exemplu
Fie vectorul: 16 27 43 45 49 60 68 81 92 96. Fie ca dorim sa cautam in vector numarul 43.
Avem Left = 0, Right = 9, Mid = 4. Daca inlocuim V/Mid] = 49.

Deoarece 49 > 43, Right devine 3.

Avem Left = 0, Right = 3, Mid = 1. Daca inlocuim V[Mid] = 27.

Deoarece 27 < 43, Left devine 2.

Avem Left = 2, Right = 3, Mid = 2. Daca inlocuim V[Mid] = 43.

Am obtinutd numarul cautat.

Varianta clasica
#include <iostream>
using namespace std;
const int N=10;
int
V[N]={16,27,43,45,49,60,68,81,92,96};
int CautareBinara(int x){
int Sol=-1,Left=0,Right=N;
while (Left <= Right) {
int Mid = (Left+Right) / 2;
if (V[Mid] == x){
Sol = Mid;
break;
}
if (v[Mid] > x)
Right = Mid - 1;
if (V[Mid] < x)
Left = Mid + 1;
}
return Sol;

}

int main () {

int k=96;
cout<<"Elementele vectorului
sunt:\n";

for (int i=0;i<N;i++) {

cout<vV[i]<" ";
}
cout<<"\n\nNumarul cautat \t\t"<<k;
cout<<"\nSe afla in pozitia \t";
cout << CautareBinara (k) ;
cout<<"\n";
return 0;

Varianta recursiva
#include <iostream>
using namespace std;
const int N=10;
int
V[N]={16,27,43,45,49,60,68,81,92,96} ;
int CBinara(int Left,int Right,int x){
if (Left > Right) return -1;
else(
int Mid =(Left+Right)/2;
if (x == V[Mid])
return Mid;
if(x < V[Mid])
return CBinara (Left,Mid-1,x);
else
return CBinara (Mid+1,Right,x);
}

int main() {
int k=96;
cout<<"Elementele vectorului
sunt:\n";
for (int i=0;i<N;i++) {
cout<<v[i]<<" ";
}
cout<<"\n\nNumarul cautat \t\t"<<k;
cout<<"\nSe afla in pozitia \t";
cout <<CBinara(0,N-1,k);
cout<<"\n";
return 0;

Rezultatele executiei:
Elementele vectorului sunt:
16 27 43 45 49 60 68 81 92 96

Numarul cautat 96
Se afla in pozitia 9

Rezultatele executiei:
Elementele vectorului sunt:
16 27 43 45 49 60 68 81 92 96

Numarul cautat 96
Se afla in pozitia 9
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Problema 2: Cautare binara uniforma

Conditia problemei Exemplu
Fiind dat un tablou unidimensional de | Fie vectorul: 2 3 4 10 40.
numere intregi §i o valoare tinta ce | Elementul tinta: 10.
trebuie cautatd, utilizati algoritmul de | Solutie:
cautare binard uniformd, daca exista | Elementul 10 este gasit pe pozitia 3.
o tinta in tablou, imprimati pozitia
acestuia, evident se va utiliza
algoritmul divide et impera.

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
const int dimensiune = 1000;
int tabel[dimensiune];
void delta(int n) {
int putere = 1, numar = 0; /// variabilele putere si numar
do {
putere <<= 1; /// inmultim cu 2
/// initializam tabelul de cautare
tabel[numar] = (n + (putere >> 1)) / putere;
} while (tabel[numar++] '= 0);

int cautare_uniforma (int a[], int v){
int index = tabel[0] - 1; /// punctul din mijlocul al tabloului
int numar = 0;

while (1) {
/// daca valoarea este gasita
if (v == a[index]){ return index; }
else if (tabel[numar] == 0){ return -1; }
else({
/// daca valoarea este mai mica decat valoarea medie
if (v < a[index]){ index -= tabel[++numar]; }

/// daca valoarea este mai mare decat valoarea medie
else{ index += tabel [++numar]; }
}
}

int main () {
int a[] = { 1, 2, 3, 4, 5}; int x,i,n = sizeof(a) / sizeof(int);
delta(n); /// cream tabelul de cautare
cout<<"Elementele sirului: \t\t";
for(i = 0; i < n; ++i){ cout<<a[i]<<"\t"; }
cout<<"\nPozitiile elementele sirului: \t";
for(i = 0; i < n; ++i) {cout<<i<<"\t"; } cout<<endl;
/*cout<<"\nPozitia fiecarui element al sirului: \n";
for (i=1; i <= n; i++){
cout<<"\tElementul "<<i<<" se afla pe pozitia "<<cautare uniforma(a,i);
cout<<endl;
}*/
cout<<"\n\nIntrodu elementul care trebuie gasit: \t\t"; cin>>x;
cout<<"Elementul "<<x<<" se afla pe pozitia "<<cautare uniforma (a,x)<<endl;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Elementele sirului: 1 2 3 4 5
Pozitiile elementele sirului: 0 1 2 3 4
Introdu elementul care trebuie gasit: 4

Elementul 4 se afla pe pozitia 3
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Problema 3: Cautare ternara

Conditia problemei Exemplu
Fiind dat un tablou unidimensional de | Fie vectorul: 2 3 4 10 40.
numere intregi §i o valoare tinta ce | Elementul tinta: 10.
trebuie cautatd, utilizati algoritmul de | Solutie:
cautare ternard, dacd existd o tintd in | Elementul 10 este gdsit pe pozitia 3.
tablou, imprimati pozitia acestuia,
evident, se va utiliza algoritmul divide
et impera.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int CautareTernara(int 1, int r, int key, int a[]){
if (r >= 1){
int midl =1+ (r -1) / 3, mid2 =r - (r - 1) / 3;
if (a[midl] == key){
return midl;
}
if (a[mid2] == key){
return mid2;
}
if (key < a[midl]) {
return CautareTernara(l, midl - 1, key, a);
}
else if (key > a[mid2]){
return CautareTernara(mid2 + 1, r, key, a);
}
else {
return CautareTernara(midl + 1, mid2 - 1, key, a);
}
}
return -1;
}
int main () {
int 1, r, a[l = {1, 3, 5, 6, 7 };
int lungime = sizeof(a) / sizeof (a[0]);
l=0; r=6;
cout<<"\nVectorul introdus este:\t";
for(int i=0;i<lungime;i++) {
cout<<a[i]<k" ";
}
cout<<"\nPozitiile fiecarui element din vector:\n";
for(int i=0;i<=lungime;i++) {
cout << "\tPozitia numarului " << i<< " este: ";
cout<< CautareTernara(l, r, i, a) << endl;

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este: 1 3 5 6 7
Pozitiile fiecarui element din vector:

Pozitia numarului 0 este: -1
Pozitia numarului 1 este: 0
Pozitia numarului 2 este: -1
Pozitia numarului 3 este: 1
Pozitia numarului 4 este: -1
Pozitia numarului 5 este: 2
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Problema 4: Cautare Fibonacci

Conditia problemei \
Fiind dat un tablou unidimensional de
numere intregi si o valoare tinta ce
trebuie cautata, utilizati algoritmul de

Exemplu
Fie vectorul: 2 3 4 10 40.
Elementul tinta: 10.
Solutie:

cautare Fibonacci, daca exista o tinta
in tablou, imprimati pozitia acestuia,
evident se va utiliza algoritmul divide
et impera.

| Implementare C++

#include <iostream>

using namespace std;

int min(int x, int y) {
return (x<=y)? x :

Elementul 10 este gasit pe pozitia 3.

Y’
}
int Fibonacci (int a[],

int x, int n) {

int F1 =1, F2 = 0, F = F2 + F1;

while (F < n){ F2 = Fl; F1 =F; F =F2 + F1; }

int offset = -1;

while (F > 1) {
int i = min(offset + F2, n-1);
if (a[i] < x) { F =Fl; F1 = F2; F2 = F - Fl; offset = i; }
else if (a[i] > x) { F =F2; F1 =Fl - F2; F2 = F - Fl1; }

else return i;
}
if (F1 && a[offset+l]==x)return offset+l;
return -1;

main () {
int a[] = {1, 2, 3, 4, 5}, n=
cout<<"\nVectorul introdus:\t";
for(int i=0;i<n;i++) { cout<<a[i]l<" "; }
cout<<"\nPozitiile fiecarui element din vector:\n";
for(int i=0;i<=n;i++) {

cout << "\tPozitia numarului " << i<< " este: ";
cout<< Fibonacci(a, i, n) << endl;

}

sizeof (a) /sizeof (a[0]) ;

}

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este: 1 2 3 4 5

Pozitiile fiecarui element din vector:
Pozitia numarului este: -1
Pozitia numarului este:
Pozitia numarului este:
Pozitia numarului este:
Pozitia numarului este:
Pozitia numarului este:

b WdhRrOo
S WNhERro

Notai:
v' Diferente fati de ciutarea binari:

e Cautarea Fibonacci imparte tabloul dat in parti inegale.

e Cautarea binara foloseste operatorul de divizare pentru a imparti intervalul. Cautarea
Fibonacci nu utilizeaza /, ci foloseste + si -. Operatorul de divizie poate fi costisitor pe
unele procesoare.

e Cautarea Fibonacci examineazd elemente relativ mai apropiate in etapele urmdtoare.
Deci, atunci cand matricea de intrare este mare, care nu se pot incadra in memoria cache
CPU sau chiar in memoria RAM, Fibonacci Search poate fi util.
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Problema 5: Cautare prin interpolare

Exemplu
Fie vectorul: 16 27 43 45 49 60 68 81 92 96. Fie ca dorim sa cautam in vector numarul 43.
m=1+((10-1)*(43-16))/(96-16)=1+(9*27)/80=1+3.03=4.03

deoarece 43 < v[4], adica 43<45

m=1+((9-1)*(43-16))/(92-16)=1+(8*27)/76=1+2.84=3.84
deoarece 43 = V[3], adica 43=43. Raspuns pozitia 3

Fie vectorul: 16 27 43 45 49 60 68 81 92 96. Fie ca dorim sa cautam in vector numarul 60.
m=1+((10-1)*(60-16))/(96-16)=1+(9*44)/80=1+4.95=5.95

deoarece 60 > v[5], adica 60>49

m=2+((10-1)*(60-27))/(96-27)=2+(9*33)/69=2+4.30=6.30
deoarece 60 = v[6], adica 60=60. Rdspuns pozitia 6

Varianta clasica
#include <iostream>
using namespace std;
int interpolare(int V[],int n,int x) {
int lo =0, hi = (n - 1);
while (lo<=hi && x>=V[lo] &&
x<=V[hi]) {
if (lo == hi){
if (V[lo]
return -1;

== x) return lo;

}
int k=(hi-1lo)/(V[hi]-V[1lo]):
int pos=lo+(k* (x-V[1lo])) ;
if (V[pos] == x)
return pos;
if (V[pos] < x)
lo = pos + 1;
else
hi = pos - 1;
}
return -1;
}
int main () {
int
V[]={16,27,43,45,49,60,68,81,92,96};
int n = sizeof (V)/sizeof (V[0]);
int x = 49;
cout<<"\nElementele sirului:
for(int i = 0; i < n; ++i){
cout<<V[i]<<" ";

\n";

}

cout<<"\nElementele indicilor:
for(int i = 0; 1 < n; ++i){

\n";

cout<i" ";
}
int index = interpolare(V, n, x);
if (index '= -1)

cout<<"\nElementul "<<x<<" este
gasit pe pozitia: \n"<<index<<endl;
else
cout<<"\nElementul "<<x<<" nu
este gasit! "; }

Varianta recursiva

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;
int CautInterp(int V[10], int e, int ic,
int sf){

if (ic <= sf){

int m;

m = ic+(e-V[ic]) *(sf-ic)/ (V[s£f]-
V[ie]);
if (e == V[m])
return m + 1;
else
if (e<V[m])
return CautInterp(V, e, ic,
m-1);

else
return CautInterp(V,
e, m+ 1, sf);
}
else return 0;
}
int main () {
int
VI[l={16,27,43,45,49,60,68,81,92,96};
int n = sizeof (V)/sizeof (V[0]);
int x = 43,p;
cout<<"\nElementele sirului:
for(int i = 0; i <n; i++){
cout<<v[i]<<" ";

\n";

}

cout<<"\nElementele indicilor:
for(int i = 1; i <= n; i++){
cout<i" ";

\n";

}
cout<<endl;

if (p = CautInterp(V, x, 0, n -
1))

cout<<"Elementul "<<x<<"
este gasit pe pozitia: "<<p;
else cout<<"Elementul "<<x<<" nu

este gasit!"; }

Rezultatele executiei:

Elementele sirului:

16 27 43 45 49 60 68 81 92 96
Elementele indicilor:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Elementul 49 este gasit pe pozitia:4

Rezultatele executiei:

Elementele sirului:

16 27 43 45 49 60 68 81 92 96
Elementele indicilor:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Elementul 49 este gasit pe pozitia:5
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Problema 6: Cautare numar lipsa

Conditia problemei | Exemplu

Fie ca avem un sir de numere intregi | Fie vectorul: 123456 89 10.
n-1 si aceste numere intregi sunt in | Solutie:

intervalul de la 1 la n. Nu existd | Elementele vectorului sunt cuprinse in intervalul [1,10].

duplicate in lista.  Unul dintre | cq rezultat vom obtine elementul lipsa =7
numerele intregi lipseste din lista.

Scrieti un cod eficient pentru a gasi
numdrul Intreg care lipseste, evident
se va utiliza algoritmul divide et
impera.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int DEI(int arr[], int lungime) {
int a = 0, b = lungime - 1;
int mid;
while ((b - a) > 1){
mid = (a + b) / 2;

if ((arr[a] - a) '= (arr[mid] - mid))
b = mid;

else if ((arr[b] - b) !'= (arr[mid] - mid))
a = mid;

}
return (arr[mid] + 1);
}
int main() {
///Vectorul 1
int arrl[] = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 };
int lungimel = sizeof (arrl) / sizeof (arrl[O0]);
cout<<"\nVectorul 1:\t";
for(int i=0;i<lungimel;i++) {
cout<<arrl[i]<<" ";
}
cout << "\nNumarul lipsa: \t" << DEI (arrl, lungimel);
///Vectorul 2
int arr2[] = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 };
int lungime2 = sizeof (arr2) / sizeof (arr2[0]);
cout<<"\n\nVectorul 2:\t";
for(int i=0;i<lungime2;i++) {
cout<<arr2[i]<<" ";
}
cout << "\nNumarul lipsa: \t" << DEI (arr2, lungime2);
}

Rezultatele executiei:

Vectorul 1: 1234568910
Numarul lipsa: 7

Vectorul 2: 1245678910
Numarul lipsa: 3

142



Problema 7: Cea mai apropiata pereche de puncte

Conditia problemei | Exemplu
Fie ca avem o multime de n puncte in
plan, iar problema este sa aflam cea
mai apropiatd pereche de puncte. o ®
Aceasta problemd apare intr-0 Serie ° »
de aplicatii. De exemplu, in controlul dl a
traficului aerian, daca dorim sa ¢
monitorizam  avioanele care se
apropie prea mult, deoarece acest
lucru  poate indica o posibila ®
coliziune. La rezolvarea problemei se | |
va lucra cu clasa Point (Punct).

d = min{dl.dr)

~o
:'U

| Implementare C++

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
class Point {

public: int x, y;
};
int compareX (const void* a, const void* b) {

Point *pl=(Point *)a, *p2=(Point *)b; return (pl->x-p2->x); }
int compareY (const void* a, const void* b) {

Point *pl=(Point *)a, *p2=(Point *)b; return (pl->y-p2->y); }
float dist(Point pl, Point p2) {

return sqrt((pl.x-p2.x)* (pl.x-p2.x)+(pl.y-p2.y)*(pl.y-p2.y)); }
float bruteForce (Point P[], int n) {

float minim = FLT MAX;

for (int i = 0; i < n; ++i) for (int j = i+l; j < n; ++3j)

if (dist(P[i],P[j])<minim) minim=dist(P[i],P[j]); return minim; }
float minim(float x, float y){

return (x < y)? x : y; }
float stripClosest (Point strip[], int size, float d){

float minim = d; gsort(strip, size, sizeof (Point), compareY):;

for (int i = 0; i < size; ++i)

for (int j=i+l; j<size && (strip[j].y-strip[i].y)<minim; ++j)

if (dist(strip[i],strip[j])<minim)

minim=dist (strip[i],strip[j]); return minim; }

float closestUtil (Point P[], int n){

if (n <= 3) return bruteForce(P, n);

int mid = n/2; Point midPoint = P[mid];

float dl=closestUtil (P,mid); float dr = closestUtil (P+mid, n-mid) ;

float d = min(dl, dr); Point strip[n]; int j = 0;

for (int i = 0; 1 < n; i++)

if (abs(P[i] .x - midPoint.x) < d) strip[j] = P[i], j++;

return min(d, stripClosest(strip, j, d) ); }
float closest(Point P[], int n){

gsort (P, n, sizeof (Point), compareX); return closestUtil(P, n); }
int main () {

Point P[] = {{2, 3}, {12, 30}, {40, 50}, {5, 1}, {12, 10}, {3, 4}};

int n=sizeof (P)/sizeof (P[0]) ;

cout<<"Distanta minima este: "<<closest(P,n);

}

Rezultatele executiei:

Distanta minima este: 1.41421
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Problema 8: Algoritmul Karatsuba pentru multiplicare rapida

Conditia problemei | Exemplu

Fie ca avem doua siruri binare care | Fie avem numerele m=1010001 si »=1010010. Trebuie sa
reprezinta valoarea a doud numere | inmultim aceste numere.
intregi. Cerinfa este de a gasi | Solutie:
produsul celor  doua Siruri. 1010001 =81
De exemplu, daca primul sir de biti 1010010 =82
este ,, 1100 si al doilea sir de biti este
10107, iesirea ar trebui sa fie 120. 1010010 i82

. . . . + 1010001 =81
P.entr_u vszmplztate, . lqngzmea a doud 1010001 —31
siruri sd fie aceeasi §i sd fie n.

11010111010 =1722

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int Lung egale(string &strl, string &str2){
int ién1=str1.size(), len2=str2.size() ;
if (lenl<len2) {
for(int i=0;i<len2-lenl;i++) strl='0'+strl;
return len2;
}
else if (lenl>len2){
for (int i=0;i<lenl-len2;i++) str2='0'+str2;
} return lenl;
}
string suma( string primul, string al_doilea) {
string result;
int length = Lung egale(primul, al_doilea), transporta = 0;
for (int i = length-1 ; i >= 0 ; i--){
int primulBit=primul.at(i) - '0';
int al_doileaBit = al_doilea.at(i) - '0';
int sum=(primulBit ~ al_doileaBit * transporta)+'0';
result=(char)sum + result;
transporta=(primulBit&al doileaBit) | (al_doileaBité&transporta) |
(primulBité&transporta) ;
}
if (transporta) result = 'l' + result;
return result;
}
int multiplyiSingleBit(string a, string b){
return (a[0] - '0')*(b[0] - '0"');
}
long int multiply(string X, string Y){
int n = Lung_egale(X, Y); int fh = n/2, sh = (n-fh);
if (n == 0) return 0;
if (n == 1) return multiplyiSingleBit(X, Y);
string X1 = X.substr (0, fh); string Xr = X.substr(fh, sh);
string Y1 = Y.substr (0, fh); string Yr = Y.substr(fh, sh);
long int P1 = multiply (X1, Y1), P2 = multiply(Xr, Yr);
long int P3 = multiply(suma(X1l, Xr), suma(Yl, Yr));
return P1l* (1<<(2*sh)) + (P3 - Pl - P2)*(1l<<sh) + P2;
}
int main () {
string m="1000", n="1000";
cout<<"\nProdusul dintre numerele binare: \t"<<m<<" si "<<n;
cout<<"\nRezultatul este numarul zecimal: \t"<<multiply(m, n);

}
Rezultatele executiei:

Produsul dintre numerele binare: 1000 si 1000
Rezultatul este numarul zecimal: 64
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Problema 9: Valoarea XXX.... (N ori) % M

Conditia problemei Exemplu
Fie ca avem trei numere intregi X, N | Fie avem numerele X=7, N=7 si M=50. Deci trebuie sd
si M. Sarcina este de a gasi XXXX ... | gasim solutia pentru: 7777777 % 50
(N ori) % M unde X poate fi orice | Solutie:
cifra din intervalul [1, 9]. T %5 50 = 27

| Implementare C++

#include <iostream>

#include <sstream>

using namespace std;

int Putere(int x, unsigned int y, int p){

int rez = 1;
X =x % p;
while (y > 0) {
if (y & 1)
rez=(rez*x)%p; y=y>>1; x=(x*x)%p;
} return rez;

int DEI(int X, int N, int M) {

if (N < 6) {
string temp (N, (char) (48 + X))
stringstream degree (temp) ;
int z=0; degree>>z; int rez = z % M;
return rez;

}

if (N % 2 == 0) {
int half=DEI (X,N/2,M)3%M; int rez=(half*Putere (10,N/2,M)+half)3M;
return rez;

}

else {
int half = DEI (X,N/2,M)3%M;
int rez=(half*Putere (10,N/2+1,M)+half*10+X) %M;
return rez;

}

int exp(int b,int p){
int result = 1;
for(int i = 1; i <= p; i++){
result = result * b;
} return result;
}
long long numar (int X,int N) {
int i,s=X;
for (i=1;i<N;i++) {
s+=X*exp (10,1) ;
} return s;
}
int main () {
/// Conditia de baza: N < 10
int X =7, N=5, M = 50;
cout<<"Numarul format din "<<N<<" cifre de "<<X<<" este: "<<numar (X,N);
cout<<"\n\nNumarul "<<numar (X,N)<<" % "<<M<<" este: "<<DEI (X, N, M)<<endl;

Rezultatele executiei:

Numarul format din 5 cifre de 7 este: 77777

Numarul 77777 % 50 este: 27
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Problema 10: Cautare element intr-o matrice sortata sub forma de spirala

Conditia problemei | Exemplu
Fie ca avem o matrice NxN de | Fie avem numerele N=3 si X=7. Matricea 3x3 are
elemente intregi sortata si un numar | elementele sortate sub forma circulara:

intreg X. Sarcina este de a gasi pozitia 123
acestui numadr Intreg dat in matrice 8 94
76 5

daca exista, altfel tipariti -1. Retineti

ci toate elementele matricei sunt | Solufie: . . .
distincte aranjate sub jbwnd de Numdrul X=7 va avea pozitia (2,0)1in matrice

spirala.

| Implementare C++

#include <iostream>
#define n 3
using namespace std;
int cauta(int arr[][n], int x) {
if (arr[0][0]>x) return -1;
int 1=0, r=(n+l)/2-1;
if (n%2==1 && arr[r] [r]<x) return -1;
if (n%2==0 && arr[r+l][r]<x) return -1;
while (1<r) {
int mid=(1+4r)/2;
if (arr[mid] [mid] <= x)
if (mid==(n+1)/2-1 || arr[mid+1l] [mid+1]>x) return mid;
else 1 = mid + 1;
else r = mid - 1;
} return r;

/// cazul de cautare cand exista sortare crescatoare
int cautareRow (int arr[] [n],int row,int 1,int r,int x) {
while (1<=r){
int mid=(1+4r)/2;
if (arr[row] [mid] == x) return mid;
if (arr[row] [mid] < x) 1 = mid + 1;
else r = mid - 1;
} return -1;

int cautareColumn(int arr[][n],int col,int t,int b,int x) {
while (t<=Db) {
int mid=(t+b)/2;
if (arr[mid] [col]==x) return mid;
if (arr[mid] [col]<x) t=mid+1l;
else b=mid-1;
} return -1;

}
/// cazul de cautare cand exista sortare descrescatoare
int cautareRow2 (int arr[] [n],int row,int 1,int r,int x) {
while (1<=r)({
int mid=(1+r)/2;
if (arr[row] [mid]==x) return mid;
if (arr[row] [mid]<x) r=mid-1;
else 1 = mid + 1;
} return -1;

int cautareColumn2 (int arr[] [n],int col,int t,int b,int x){
while (t<=b) {
int mid=(t+b)/2;
if (arr[mid] [col]==x) return mid;
if (arr[mid] [col]<x) b=mid-1;
else t=mid+1l;
} return -1;
}
void spiralBinary(int arr[][n],int x){
int fl=cauta(arr,x); int r,c;
if (fl==-1){
cout << "-1"; return;
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int

}
if (n%2==1 && fl==(n+l)/2-1) {
cout<<fl<<" "<<fl<<endl; return;
}
if (x<arr[fl][n-£f1-1]){
c=cautareRow (arr,fl, fl ,n-f1-2,x); r=£fl;
}
else if (x<arr[n-£f1-1][n-£f1-1]){
c=n-£f1-1;
r=cautareColumn (arr,n-£f1-1,£f1,n-£f1-2,x);
}
else if (x<arr[n-£f1-1][£f1])({
c = cautareRow2 (arr,n-£f1-1,£f1+1,n-£f1-1,x);
r = n-f1-1;
}
else {
r = cautareColumn2 (arr,fl,£f1+1,n-£f1-1,x);
c = f1;
}
if (c==-1 || r==-1) cout << "-1";
else cout <K r << " " K ¢y
return;

main () {
int arr[][n] = { {1,2,3},
{8,9,4},
{7,6,5}};
int k=(sizeof (arr)/sizeof(arr[0][0]))/n;
int i,j, cautat;
cout<<"Introduceti numarul ce trebuie de cautat in matrice:
cout<<"Matricea sortata sub forma de spirala este: \n\t";
for (i=0;i<k;i++) {
for (j=0; j<k;j++)
cout<<arr[i] [j]<<"\t"; cout<<endl<<"\t";
}

cout<<"\nPozitiile alementelor in matrice incep cu a[0] [0]."'

n

cout<<"\nPozitia numarului "<<cautat<<" este: ;
spiralBinary (arr, cautat);
return 0;

\t;

V.
’

cin>>cautat;

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul ce trebuie de cautat in matrice: 7
Matricea sortata sub forma de spirala este:

1 2 3

8 9 4

7 6 5

Pozitiile alementelor in matrice incep cu a[0][O0].
Pozitia numarului 7 este: 2 0
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SARCINI PENTRU EXERSARE

~

Se dau n-1 numere distincte de la lilaendes un algoritdr ai eficient careisletermine
numgarul lipsa.

Se da un sir de n+1 numere de la 1 la nin care unul se reped, iar restul sunt distincte. & se
propund un algoritm cdt mai eficient care sa determine numdrul ce se repeta.

Se di o lisk inlanguita prin primul ei element. Se cere un algoritft mai eficient careds
determine daca lista are sau nu ciclu.

Un sir de lungime n cofine numere intregi din mufimea {1, 2, ..., n-1}. Folosind Principiludi
Dirichlef deducem & cel prin un element se ep€&agi un algoritm liniar edigazd o valoare
ce se repei, folosind memorie suplimentad constanta si nemodificind la nici un pas vre-un
element din sir [21].

Se da un sir de N intregi ce congine numere intre 1 si N. Sa se determine cdt mai eficient daca
acest numar este o permutare, fara a distruge sirul.

Se dau n numere de la 1 la n. Unul din ele apare de doua ori in gir, iar restul sunt
distincte. Evident ca un numdar nu va apdrea niciodata. Sa se scrie un algoritm cdt mai eficient
care sa determine numarul lipsa si numarul ce apare de doud ori.

Intr-o structura de date avem n - 1 numere insregi (pentru simplitate n = 2*b - 1, cu numere
distincte de la O la n). Asupra elementelor din structura de date putem face urmdatoarea
operarie getBit(i, j), care returneaza al j-lea bit din reprezentarea binara a nuarului af i ].
Astfel, daca a[ 4 ] = 11, atunci getBit(4, 3) returneaza 0, pentru ca 11 se scrie in baza 2 ca
1011. Sa se scrie 0 solutie eficienta care gaseste numarul lipsa.

Se dau n numere intregi, astfel incdt fiecare numar apare de un numar par de ori, in afara de
unul singur, care apare de un numar impar de ori. Se cere determinarea acelui numdr. De
exemplu: insirul 1223122233 3, numai elementul 2 apare de un numar impar de ori.

Se dau n siruri formate din cifre de la 1 la 8 (inclusiv), de lungime maximg, 500. Toate sirurile
sunt repetate de k ori sau de multiplu de k ori, cu exceptia unui singur sir, care nu este repetat
de k ori, sau de multiplu de k ori. Sa se afiseze sirul care nu se repeta. Restrictii: K < 2005,
1<=n <= 32000 [26].

10. Se da un sir de n numere naturale, in care orice element apare de exact k ori, mai pusin n%Kk

dintre acestea care, de asemenea, sunt egale. Sa se determine valoarea elementelor care apar
de exact n%k ori. Se garanteaza ca h % k >0.

11. Fie avem o matrice sortata de dimensiunea NxN ce contine elemente intregi si un numadr

intreg X. Sarcina este de a gdsi pozitia acestui numdr intreg din matrice dacd existd, altfel
tipariti -1. Retineti ca toate elementele matricei sunt distincte aranjate sub forma de spirala:

Cazul A Cazul B Cazul C Cazul D
N=3 N=3 N=3 N=3
123 321 187 781
8 9 4 49 8 2 96 6 9 2
765 56 7 345 5 4 3

12. Fie avem o matrice sortata NxN, de elemente intregi si un numar intreg X. Sarcina este de

a gasi pozitia acestui numar intreg din matrice daca exista, altfel tipariti -1. Retineti cd toate
elementele matricei sunt distincte aranjate sub formad de zigzag (serpuita):

Cazul A Cazul B Cazul C Cazul D
N=3 N=3 N=3 N=3

123 321 167 761

6 5 4 45 6 25 8 8 5 2

78 9 9 8 7 349 9 43
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5.6 Implementarea metodei divide et impera la rezolvarea
problemelor complexe

Problema 1: Problema plierii

Conditia problemei

Se considera un vector de lungime n. Definim plierea vectorului prin suprapunerea unei jumatari,
numita donatoare, peste cealaltz jumatate, numita receptoare, cu precizarea, daca numarul de
elemente este impar, elementul din mijloc este eliminat. Prin pliere, elementele subvectorului obfinut
vor avea numerotarea jumdtarii receptoare. Plierea se poate aplica in mod repetat, pdna cand se
ajunge la un subvector format dintr-un singur element, numit element final. Scrieti un program care
sa afiseze toate elementele finale posibile si sa se figureze (afiseze) pe ecran pentru fiecare element
final o succesiune de plieri.

Indicatii de rezolvare

Pentru a determina toate elementele finale si succesiunile de plieri corespunzatoare unui vector cu
numerotarea elementelor p... g, vom utiliza functia Pliaza (p, q). Daca p=q, atunci vectorul este
format dintr-un singur element, deci element final. Daca p<q, calculam numarul de elemente din
vector (g-p+1). Daca numdrul de elemente din vector este impar, elementul din mijloc ((p+q) /2) este
eliminat, plierea la stinga se face de la pozitia (p+q) /2-1, iar plierea la dreapta de la poziria (p
+q) /2+1. Daca numarul de elemente din vector este par, plierea la stanga se poate face de la pozifia
(p+q) /2, iar plierea la dreapta de la pozitia (p+q) /2+1. Vom codifica plierea la stinga retindnd in
sirul muzarilor simbolul “S”, urmat de pozitia Ls, de la care se face plierea spre stinga, iar o pliere
la dreapta prin simbolul “D”, urmat de pozitia Ld de 1a care se face plierea spre dreapta. Pentru a
determina toate elementele finale din lintervalul p...q apelam recursiv functia Pliaza() pentru prima
jumatate a intervalului, preceddnd toate succesiunile de plieri cu o pliere spre stinga, apoi apelam
funcria Pliaza () pentru cea de-a doua jumdtate a intervalului, precedand toate succesiunile de plieri
corespunzatoare cu o pliere la dreapta.

Implementare C++
#include <iostream>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
f#idefine NMax 50
using namespace std;
int n,efinal [NMax];
char m[NMax] [50] ;
void Pliaza(int p, int q){
int Ls, 1d, i;
char ss[50], sd[50], aux[50];
if (p==q) efinall[p]l=1l;
else({
if ((g-p+1)%2) Ls=(p+q)/2-1;
else Ls=(p+q)/2;
Ld=(p+q) /2+1;
Pliaza(p,Ls);
itoa(Ls, ss, 10);
itoa(Ld, sd, 10);
for (i=p; i<=Ls; i++){
strcpy (aux,"S") ;
strcat (aux, ss) ;
strcat (aux," ");
strcat (aux,m[i]) ;
strcpy (m[i], aux) ;
}
Pliaza (Ld, q);
for (i=Ld; i<=q; i++){
strcpy (aux,"D") ;
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}

strcat (aux,sd) ;

strcat (aux ,

n)

’

strcat (aux,m[i]);
strcepy (m[i] , aux) ;

}

int main() {
cout<<"Introduceti numarul de gauri, n= "; cin>>n;

}

Pliaza(1l,n);

cout<<"Elementele finale sunt:
for(int i=1l;i<=n;i++)
if (efinal[1l]) cout<<"\t"<<i<<":

return 0;

"<<endl;

\t"<<m[i]<<endl;

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul de
Elementele finale sunt:

1 S17
2 S17
3 S17
4: S17
5: S17
6: S17
7 S17
8 S17
9: S17
10: S17
11: S17
12: S17
13: S17
14: S17
15: S17
16: S17
17: S17
18:

19: D19
20: D19
21: D19
22: D19
23: D19
24: D19
25: D19
26: D19
27: D19
28: D19
29: D19
30: D19
31: D19
32: D19
33: D19
34: D19
35: D19

S8
S8
S8
S8
S8
S8
S8
S8

D10
D10
D10
D10
D10
D10
D10
D10

S26
S26
S26
S26
S26
S26
S26
S26

D28
D28
D28
D28
D28
D28
D28
D28

gauri, n= 35

sS4
sS4
sS4
sS4
D5
D5
D5
D5

S2
S2
D3
D3
S6
S6
D7
D7

Ss13
Ss13
Ss13
Ss13
D14
D14
D14
D14

S22
S22
S22
S22
D23
D23
D23
D23

s31
S31
s31
s31
D32
D32
D32
D32

sl
D2
s3
D4
s5
D6
s7
D8

Ssl1
S1l1
D12
D12
s15
S15
D16
D16

S20
S20
D21
D21
S24
S24
D25
D25

S29
S29
D30
D30
S33
S33
D34
D34

s10
D11
s12
D13
S14
D15
s16
D17

s19
D20
s21
D22
s23
D24
S25
D26

S28
D29
S30
D31
S32
D33
S34
D35
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Problema 2: Problema foaia de tabla

Conditia problemei
O placa de tabla dreptunghiularg, de dimensiuni LxH , are n gauri, in puncte de coordonate intregi.
Sa se decupeze din placa o bucata de arie maxima (sau minima), dreptunghiulara si fara gauri, stind
ca sunt permise doar taieruri pe directii paralele cu laturile placii.

| Indicatii de rezolvare

Pentru a identifica o zona dreptunghiulara avdnd laturile paralele cu laturile placii este suficient sa
resinem coordonatele colului din st@nga-jos (xs,ys) si cele doua dimensiuni: L si H. Funcria Taie
(xs,ys,1,h) determing zonele dreptunghiulare fara gauri ce se pot obtine prin tdaieturi duse prin
gaurile placii cu colgul stdnga-jos (xs,ys) si dimensiunile I, h pe directii paralele cu laturile pldacii,
retingnd in variabilele globale: Amax, xmax, ymax, LMax, HMax, aria maxima, respectiv
coordonatele unei placi dreptunghiulare, fara gauri, de arie maxima. Pentru aceasta, functia cauta o
gaura din interiorul placii de coordonate (xs, ys, |, h). Daca o astfel de gaura nu exista, placa
dreptunghiulara de arie maxima fara gauri este chiar (x s, ys, 1, h) si o comparam cu maximul
global. Daca a fost gasita o gaura de coordonate (x;, yi) in interiorul placii (xa , ys, 1, h), reducem
problema la patru subprobleme: determinarea unei zone dreptunghiulare de arie maximg, fara gauri,
ce se poate obyine din cele doua placi obyinute printr-o tazietura orizontala prin gaura (x;, Yi), respectiv
cele doua placi obyinute printr-o taietura verticala prin gaura (x;, Yi).

| Implementare C++

#include <iostream>
#define NMaxGauri 20
using namespace std;
int L,H,n,Amax,lmax, hmax,xmax, ymax;
int ox[NMaxGauri], oy[NMaxGauri];
void citire() {
cout<<"Introduceti numarul de gauri: \t";cin>>n;
cout<<"\nIntroduceti coordonatele celor "<<n<<" gauri: \n";
for (int i=0; i<n; i++){
cout<<"x["<<ik<k"]= "; cin>>ox[i];
cout<<"y["<<ik<"]= "; cin>>oy[i];
}
cout<<"Introduceti lungimea: \t";cin>>L;
cout<<"Introduceti inaltimea: \t";cin>>H;

int interior(int i, int xs, int ys, int 1, int h){
if ((ox[i]>xs) && (ox[i]<xs+l) && (oy[i]>ys) && (oy[i]<ys+h))
return 1;
return O;
}
void taiere(int xs, int ys, int 1, int h){
int i=0;
while ((i<n) && 'interior(i,xs,ys,1,h)) i++;
if (i==n){
if (1*h>Amax)
Amax=1*h, lmax=l, hmax=h, xmax=xs, ymax=ys;
}

else({

/// taieturi pe orizontala
taiere(xs,ys,1l,oy[i] -ys);
taiere(xs,oy[i],1,ys+h-oy[i]);

/// taieturi pe verticala
taiere(xs, ys, ox[i]-xs, h);
taiere(ox[i], ys, xs + 1 - ox[i], h);
}
}
int main () {
citire();
taiere(0,0,L,H);
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cout<<endl;
cout<<"Placa de arie maxima are coltul stanga-jos (";

cout<<xmax<<", "<<ymax<<") \n";

cout<<"Lungimea = "<<lmax<<" si inaltimea = "<<hmax<<endl;
cout<<"Aria dreptunghiului este: \t"<<lmax*hmax<<endl;
return O;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul de gauri: 10

Introduceti coordonatele celor 10 gauri:
x[0]=
y[0]=
x[1]=
y[1l]=
x[2]=
y[2]=
x[3]=
y[3]=
x[4]=
y[4]=
x[5]=
y[5]=
x[6]=
yl6]l=
x[7]=
y[7]1=
x[8]=
y[8]=
x[9]=
y[9]=
Introduceti lungimea: 10
Introduceti inaltimea: 7

oo U UORWOONODWIB_UOORWNDN

Placa de arie maxima are coltul stanga-jos (0, 0)
Lungimea = 10 si inaltimea = 3
Aria dreptunghiului este: 30
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Problema 3: Problema orizont

Conditia problemei

Fie avem n cladiri dreptunghiulare intr-un oras bidimensional, calculeaza orizontul acestor cladiri,
elimindnd liniile ascunse. Sarcina principala este sa vizualizati cladirile dintr-o parte si sa eliminati
toate sectiunile care nu sunt vizibile. Toate cladirile au partea de jos comuna si fiecare cladire este
reprezentatd de triplete (stdnga, h, dreapta), unde: ,, Stinga”: este coordonata din partea stdngd,
, Dreapta’: este coordonata din partea dreapta si ,,H”: este indltimea cladirii. Un orizont este o
colectie de benzi dreptunghiulare. O banda dreptunghiulara este reprezentata ca o pereche (stinga,
h) unde stdnga este coordonata partii stangi a benzii si h este indltimea benzii.

Indicatii de rezolvare
Orizontul unui oras este conturul exterior al siluetei formate de toate cladirile din oras atunci cand
sunt privite de la distantd. Acum, sd presupunem cd vi se oferd locatiile si inaltimea tuturor cladirilor,
asa cum se aratd pe o fotografie de peisaj urban (Figura A), scrieti un program pentru a scoate
orizontul format de aceste cladiri in mod colectiv (figura B).

P S S N SO S S B Lowowow 0 1w w w0 |l P T T | IR .|
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Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
struct cladire {
int stanga, ht, dreapta;

};
class banda {
int stanga, inaltime;
public:
banda (int 1=0, int h=0) {
stanga = 1; inaltime = h;
}
friend class Orizont;
}i
class Orizont {
banda *arr;
int capacitate, n;

public:
~Orizont() { delete[] arr; }
int count() { return n; }

Orizont* Imbina(Orizont *other);
Orizont(int cap) {
capacitate = cap; arr = new banda[cap]; n = 0;

}

void adauga(banda *st) {
if (n>0 && arr[n-1].inaltime == st->inaltime) return;
if (n>0 && arr[n-1].stanga == st->stanga) {

arr[n-1] .inaltime = max(arr[n-1].inaltime, st->inaltime);
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return;
}
arr[n] = *st; n++;
}
void afisare() {
for (int i=0; i<n; i++) {
cout<<"\t (" <<arr[i].stanga<<","<<arr[i].inaltime<<")\n";
}
}
|
Orizont *Gaseste(cladire arr[], int 1, int h){
if (1 == h){
Orizont *res = new Orizont(2);
res->adauga (new banda(arr[l].stanga, arr[l].ht));
res->adauga (new banda (arr[l] .dreapta, 0));
return res;
}
int mid = (1 + h)/2;
Orizont *sl = Gaseste(arr, 1, mid); Orizont *sr = Gaseste(arr, mid+l, h);
Orizont *res = sl->Imbina(sr); delete sl; delete sr; return res;
}
Orizont *Orizont::Imbina (Orizont *other) {
Orizont *res = new Orizont (this->n + other->n);
int h1 = 0, h2 =0, i =0, j = 0;
while (i < this->n && j < other->n) {
if (this->arr[i].stanga < other->arr[j].stanga) {
int x1 = this->arr[i].stanga; hl = this->arr[i].inaltime;
int maxh = max(hl, h2); res->adauga(new banda(xl, maxh)); i++;

}

else {
int x2 = other->arr[j].stanga; h2 = other->arr[j].inaltime;
int maxh = max(hl, h2); res->adauga(new banda (x2, maxh)) ;
J++;

}

}
while (i < this->n) {
res->adauga (&arr[i]); i++;
}
while (j < other->n){
res->adauga (&other->arr[j]); j++;
}
return res;
}
int main () {
cladire arr[] = {{1,11,5}, {2,6,7}, {3,13,9}, {12,7,16},
{14,3,25}, {19,18,22}, {23,13,29}, {24,4,28}};
int n = sizeof (arr)/sizeof (arr[0]);
Orizont *ptr = Gaseste(arr, 0, n-1);
cout <<"Orizontul pentru datele cladirilor introduse este: \n";
ptr->afisare() ;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Orizontul pentru datele cladirilor introduse este:

(1,11)
(3,13)
(9,0)

(12,7)
(16,3)
(19,18)
(22,3)
(23,13)
(29,0)
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Problema 4: Infasuritoarea convexi / Coca convexi

Conditia problemei
O infasuratoare convexa este cel mai mic poligon convex care contine toate punctele date. Fie ca
avem o multime de puncte, specificate de coordonatele lor x si y. Sa se construiasca infasuratoarea a
convexd a acestei multimi de puncte.

| Indicatii de rezolvare

1. Gasiti punctul cu coordonatd x minimd: min_x si in mod similar punctul cu coordonatd x maxima:
max_Xx.

2. Alcatuit o linie care uneste aceste doua puncte: L. Aceastd linie va imparti intreaga multime in
doud parti. Luati ambele parti una cdte una si continuati mai departe.

3. Pentru o parte, gasiti punctul P cu distanta maximd de la linia L. P formeazad un triunghi cu
punctele min_x, max_x. Este clar ca punctele care se afla in interiorul acestui triunghi nu pot fi
niciodatd partea unei infasurdtori convexe.

4. Etapa de mai sus imparte problema in doud sub-probleme (rezolvate recursiv). Acum linia care
uneste punctele P si min_x si linia care uneste punctele P si max_x sunt linii noi, iar punctele care
stau in afara triunghiului sunt multimea de puncte. Repetati punctul nr. 3 pand nu a mai ramas
niciun punct cu linia (distanta). Adaugati punctele finale ale acestui punct la infasurdtoarea
convexd.

Implementare C++

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define iPereche pair<int, int>
set<iPereche> infasuratoare;
int Gasit(iPereche pl, iPereche p2, iPereche p) {

int val=(p.second-pl.second) *(p2.first-pl.first)- (p2.second-
pl.second) * (p.first-pl.first);

if (val > 0) return 1;

if (val < 0) return -1;

return O;
}
int Distanta(iPereche pl, iPereche p2, iPereche p) {

return abs ((p.second-pl.second)* (p2.first-pl.first)-(p2.second-
Pl.second) * (p.first-pl.first));
}
void infasuratoare rapida(iPereche a[], int n, iPereche pl, iPereche p2, int side) {

int ind = -1, max dist = 0;

for (int i=0; i<n; i++) {

int temp = Distanta(pl, p2, al[i]):;
if (Gasit(pl, p2, al[i]) == side && temp > max dist) {
ind = i; max dist = temp;

}

}

if (ind == -1){
infasuratoare.insert (pl) ; infasuratoare.insert(p2);
return;

}

infasuratoare rapida(a, n, a[ind], pl, -Gasit(a[ind], pl, p2));
infasuratoare rapida(a, n, a[ind], p2, -Gasit(a[ind], p2, pl)):
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void afisare (iPereche a[], int n){

if (n < 3){
cout << "Nu este posibil de construit infasuratoarea! \n";
return;

}

int min x = 0, max_x = 0;

for (int i=1; i<n; i++) {
if (a[i].first < a[min_x].first) min x
if (a[i].first > a[max_x].first) max x

i;
i;

}
infasuratoare_rapida(a, n, a[min_x], a[max_x], 1);
infasuratoare_rapida(a, n, a[min_x], a[max x], -1);
cout << "Infasuratoare convexa posibila este formata din punctele: \n";
while (!infasuratoare.empty()) {
cout << "\t(" << ( *infasuratoare.begin()).first << ", ";
cout<< (*infasuratoare.begin()).second << ")\n";
infasuratoare.erase(infasuratoare.begin()) ;
}
}
int main () {
iPereche a[] = {{2,3}, {3,1}, (3,5}, {4,6}, {5,4}, {1,2}, (7,3}, (8,6}, {9,1},
{5,3}, {4,1}, {8,5}, {4,10}, {5,9}, {1,3}, {7,10}, {8,2} };
int n = sizeof (a)/sizeof (a[0]);
afisare(a, n);
return O;

Rezultatele executiei:

Infasuratoare convexa posibila este formata din punctele:

(1, 2)
(1, 3)
(3, 1)
(4, 10)
(7, 10)
(8, 6)
(9, 1)
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Problema 5: Suma si produsul a doua polinoame

Conditia problemei
Fie avem doua polinoame A(x) si B(x). Sa se efectuieze suma si produsul dintre aceste polinoame:
S(X)= A(x) + B(x) si C(x)= A(xX) * B(X).
Exemplu:
Pentru polinoamele: AX)=6X>+7x%-10x+9 s5i B(x)=-2X>+4x-5.
Suma polinoamelor: S(X)= 4x>+7x*-6x+4
Produsul polinoamelor:  C(x)=-12x°-14x>+44x"-20x3-75x*+86x-45.

Indicatii de rezolvare
Vom obyine vectorii coeficienti in felul urmator: A[]1={9, -10, 7, 6} si B[]={-5, 4, 0, -2}
o Adaugarea este mai simpla decat inmultirea polinoamelor. Initializam rezultatul ca unul dintre
cele doud polinoame, apoi traversam celdalalt polinom si adaugam toti termenii la rezultat.
o solutie simpla este sa luati in considerare unul cate unul fiecare termen al primului polinom si sd-
[ multiplicati cu fiecare termen de la al doilea polinom. Urmeaza algoritmul acestei metode:
1) Creati un vector Produs [] cu dimensiunea m + n-1.
2) Initializati toate intrarile din Produs [] cu valoarea 0.
3) Parcurgeti vectorul A [] si faceti urmdtoarele pentru fiecare element A [i].
Parcurgeti vectorul B [] si faceti urmadtoarele pentru fiecare element B [i].
4) Produs [i+j]=Produs[i+j]+Al[i]l*BI[jl.
5) Returnati Produs [].

Implementare C++
#include <iostream>
using namespace std;
int *inmultire(int A[], int B[], int m, int n) {
int *prod = new int[m+n-1];
for (int i = 0; i<m+n-1; i++)
prod[i] = O;
for (int i=0; i<m; i++){
for (int j=0; j<n; j++)
prod[i+j] += A[i]l*B[]j];
}
return prod;
}
int *suma(int A[], int B[], int m, int n) {
int size = max(m, n);
int *sum = new int[size];
for (int i = 0; i<m; i++)
sum[i] = A[i];
for (int i=0; i<n; i++)
sum[i] += B[i];
return sum;
}
void afisare(int poly[], int n){
for (int i=0; i<n; i++) {
cout <<"\t"<<poly[i];
}
}
int main () {
/// Vectorul A reprezinta polinomul 9 - 10x + 7x*2 + 6x"3
int A[] = {9, -10, 7, 6};
int m = sizeof (A)/sizeof (A[0]);

/// Vectorul B reprezinta polinomul -5 + 4x - 2x”3
int B[] = {-5, 4, 0, -2};
int n = sizeof (B)/sizeof (B[0]) ;

/// Afisarea exponentilor pentru polinomul A: 9 - 10x + 7x*2 + 6x"3
cout << "\nPolinomul A:\n";
for (int j=0; j<m; j++) {
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cout<<"\t"<<j;
}cout<<endl;
afisare(A, m);

/// Afisarea exponentilor pentru polinomul B: -5 + 4x - 2x”3

cout << "\n\nPolinomul B:\n";

for (int j=0; j<n; j++){
cout<<"\t"<<j;

}cout<<endl;

afisare (B, n);

/// Afisarea exponentilor pentru suma polinoamelor A+B

cout << "\n\nSuma polinoamelor, S = A + B:\n";
int *S = suma(A, B, m, n);
for(int j=0; j<max(n,m); j++){
cout<<"\t"<<j;
}cout<<endl;
afisare(S, max(n,m)) ;

/// Afisarea exponentilor pentru produsul polinoamelor A*B

cout << "\n\nProdusul polinoamelor, C = A * B:\n";
int *C = inmultire(A, B, m, n);
for(int j=0; j<n+m-1; j++) {
cout<<"\t"<<j;
}cout<<endl;
afisare(C, m+n-1);
cout << "\n\n";
return 0;

Rezultatele executiei:

Polinomul A:

0 1 2 3

9 -10 7 6
Polinomul B:

0 1 2 3

-5 4 0 -2
Suma polinoamelor, S = A + B:

0 1 2 3

4 -6 7 4

Produsul polinoamelor, C = A * B:
0 1 2 3 4 5
-45 86 -75 -20 44 -14

-12
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Problema 6: Geometrie fractala. Fulgul lui Koch pentru patrat

Se considera un patrat. Fiecare laturd a sa se transformd dupd cum se vede in figura de mai jos:

Fiecare segment al liniei frante astfel formate se transforma din nou dupd aceeasi reguld. Se cere
sa se vizualizeze curba dupa M transformari (valoare citita de la tastatura).

| Indicatii de rezolvare

Transformarea si desenarea unui segment sunt realizate de subprogramul desen. Aceasta are ca
parametri de intrare coordonatele punctului care determind segmentul, numdrul de transformari
efectuate (N) si numdarul de transformari cerut (M).

Subprogramul contine urmdtorul algoritm:

o daca nu a fost efectuat numarul de transformari necesar, se calculeazd coordonatele
punctelor care determind linia franta obtinutd pornind de la segment si pentru fiecare
segment din aceastd linie se reapeleaza subprogramul desen;

e contrar, se deseneazad linia franta obtinutd.

| Implementare C++

#include <iostream>
#include "graphics.h"
#include <math.h>
#include <stdio.h>
using namespace std;
int gdriver,gmode,ls,1lc=15,1u,L;
void init() {
gdriver = VGA; gmode = VGAHI;
initgraph(&gdriver, &gmode," ") ;
if (graphresult()) {
cout<<"Tentativa nereusita.";
cout<<"Apasa o tasta pentru a inchide...";
getch();
exit(1l);

}
}
void rotplan(int xc,int yc,int x1,int yl,int &x,int &y, float unghi) {
x = ceil (xc+ (x1-xc) *cos (unghi) - (yl-yc) *sin(unghi)) ;
y = ceil (yc+(x1-xc)*sin(unghi)+(yl-yc) *cos (unghi)) ;
}
void desen (int x1,int yl,int x2,int y2,int n,int 1s){
int x3,x4,x5,x6,x7,x8,xc,y3,y4,y5,y6,y7,y8,yc;
if (n<=ls) {
x3=div (3*x1+x2,4) .quot; y3=div (3*yl+y2, 4).quot;
rotplan(x3,y3,x1,yl,x4,y4,-M PI1/2);
xc=div (x1+x2,2) .quot; yc=div(yl+y2,2) .quot;
rotplan(xc,yc,x3,y3,x5,y5,-M PI1/2);
rotplan(xc,yc,x3,y3,x6,y6,M PI/2);
x8=div (x1+3*x2, 4) .quot; y8=div(yl+3*y2,4).quot;
rotplan(x8,y8,xc,yc,x7,y7,M PI/2);
desen(x1l,yl,x3,y3,n+l,1s); desen(x3,y3,x4,y4,n+l1,1s);
desen(x4,y4,x5,y5,n+l1,1s); desen(x5,y5,xc,yc,n+l,1s);
desen(xc,yc,x6,y6,n+l,1s); desen(x6,y6,x7,y7,n+l,1s);
desen (x7,y7,x8,y8,n+l,1s); desen(x8,y8,x2,y2,n+1,1s);
if (n == 1s){
moveto (x1,yl); lineto(x3,y3); lineto(x4,y4); lineto(x5,y5):
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lineto (x6,y6); lineto(x7,y7); lineto(x8,y8); lineto(x2,y2);

}
}
int main () {
cout<<"Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI
DESCHIS) .\n";
cout<<"Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).\n";
cout<<"\nIntroduceti numarul de iteratii:\t "; cin>>ls;
init () ;
setbkcolor (7) ;
for(int i=0;i<=ls;i++) {
setcolor (1lc) ;
desen(200,150,400,150,1,i) ; desen(400,150,400,350,1,1i);
desen (400,350,200,350,1,i) ; desen(200,350,200,150,1,1i);
getchar(); delay(10);
cleardevice() ;
}
closegraph() ;
}

Rezultatele executiei:

Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI DESCHIS).
Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).

Introduceti numarul de iteratii: 4

Modulul grafic:
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Problema 7: Geometrie fractala. Arbore simetric

Se da un segment AB. Cu ajutorul lui se construieste un arbore, aga cum se vede in figura de mai jos:

Lungimea fiecarei ramuri este o treime din lungimea inifiald a segmentului. Fiecare laturd se
transforma in mod asemandtor. Se cere sa se vizualizeze figura astfel rezultatd, dupa M transformari.

| Indicatii de rezolvare

Pentru obfinerea ramurilor se procedeaza astfel:
e se considerd punctul situat pe dreapta determinata de segment si pentru care avem:

o o L _aT3n _30-x n-3y _3n-n
¢cB 7 % 1-3 2 1-3 2

e se roteste acest punct in jurul punctului B(x,,Y»>) cu un unghi alfa = Pi/ 4;

o se roteste punctul in jurul lui B cu unghiul beta=-Pi /4
In urma acestor rotatii se obtin coordonatele punctelor care, impreund cu punctul B, determind
segmentele ce costituie ramurile arborelui. Subprogramul desenez are ca parametri de intrare
coordonatele unui segment, numarul de transformari efectuate (n) si numarul de transformari care
trebuie efectuate (m). In cazul in care nu s-au efectuat toate transformadrile, se traseazd segmentul (cu
o culoare oarecare), se calculeaza coordonatele punctelor care determind ramurile si, pentru fiecare
segment, se reapeleaza subprogramul.

? yp:

Implementare C++

#include <iostream>
#include "graphics.h"
#include <math.h>
#include <stdio.h>
using namespace std;
int gdriver,gmode,ls,lc,1lu,L;
void init() {
gdriver = VGA; gmode = VGAHI;
initgraph(&gdriver, &gmode," ") ;
if (graphresult()) {
cout<<"Tentativa nereusita!";
cout<<"Apasati o tasta pentru a inchide!";
getch();
exit(1l);
}
}
void rotplan(int xc,int yc,int x1,int yl,int &x,int &y, float unghi) ({
b ceil (xc+ (x1-xc) *cos (unghi) - (yl-yc) *sin (unghi)) ;
y ceil (yc+ (x1-xc) *sin(unghi) + (yl-yc) *cos (unghi) ) ;

}
void desenez (int x1,int yl,int x2,int y2,int n,int 1s) {
int x,y;
//setcolor (rand () %15 + 1);
setcolor (15) ;
setlinestyle(0,0,3);
if (n<=1s) {
moveto (x1,yl); lineto(x2,y2);
rotplan(x2,y2,div(3*x2-x1,2) .quot,div(3*y2-yl,2) .quot,x,y,M PI/4);
desenez (x2,y2,x,y,n+l,1s);
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rotplan(x2,y2,div(3*x2—x1,2).quot,div(3*y2—y1,2).quot,x,y,—M_PI/4);
desenez (x2,y2,x,y,n+l,1s);
}
}
int main () {
cout<<"Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI
DESCHIS) .\n";
cout<<"Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).\n";
cout<<"\nIntroduceti numarul de iteratii:\t "; cin>>ls;
init () ;
setbkcolor (7) ;
for(int i=0;i<=ls;i++) {
desenez (div (getmaxx() ,2) .quot,getmaxy () ,div (getmaxx () ,2) .quot,getmaxy () -
250,1,1i);
getchar () ; cleardevice() ;
}
closegraph() ;
}

Rezultatele executiei:

Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI DESCHIS) .
Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).

Introduceti numarul de iteratii: 10

Modulul grafic:
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Problema 8: Geometrie fractala. Arborele simetric Pitagorean

Se da un patrat. Cu ajutorul lui se construieste un arbore, asa cum se vede in figura de mai jos:

Indicatii de rezolvare

Constructia arborelui lui Pitagora incepe cu un patrat. Construiti un triunghi isoscel drept a carui
ipotenuza este marginea superioard a patratului. Construiti patrate de-a lungul fiecareia din celelalte
doua laturi ale acestui triunghi izoscel. Repetati aceasta constructie recursiv pe fiecare din cele doua
pdtrate noi. Limita acestei constructii se numeste Arborele Pitagoreului (sau Arborele lui Pitagora).
Cdnd arborele pitagorean este desenat cu triunghiuri isoscele (a« = 45 °) si un pdtrat unitar ca
multime initiald, arborele se va potrivi exact in interiorul unui dreptunghi cu ldtimea 6 si indltimea 4.
Patratele nu se vor suprapune pentru primele patru iteratii, dar dupd aceea, patratele vor incepe sa se
suprapund si sd inceapd sd creascd inapoi, precum i sd se extinda spre exterior pentru a crea efectul
Lfrunze” in jurul perimetrului arborelui. Arborele va ramdne intotdeauna in interiorul acestui
dreptunghi.

Implementare C++

#include<iostream>
#include<graphics.h>
#include <stdio.h>
using namespace std;
typedef struct({

double x,y;
} Punct;
void Pitagora(Punct a,Punct b,int i_ori) {

Punct c,d,e;

c.x =b.x - (a.y - b.y);

c.y =b.y - (b.x - a.x);

d.x = a.x - (a.y - b.y);

d.y =a.y - (b.x - a.x);

ex=d.x+ (b.x - a.x - (a.y - b.y) ) / 2;
ey=dy- (b.x-a.x+a.y-b.y) / 2;

//setcolor (rand () %15 + 1);
setcolor (15) ;

setlinestyle (0,0,3);

if (i ori>0) {

line(a.x,a.y,b.x,b.y); line(c.x,c.y,b.x,b.y);
line(c.x,c.y,d.x,d.y); line(a.x,a.y,d.x,d.y);
Pitagora(d,e,i_ori-1); Pitagora(e,c,i_ori-1);

}
}
int main() {

Punct a,b;

double Latura=150;

int iter,lc;

time t t;

cout<<"Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI
DESCHIS) .\n";

cout<<"Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).\n";

cout<<"\nIntroduceti numarul de iteratii:\t "; cin>>iter;
initwindow (6*Latura,4*Latura, "Arborele lui pitagora") ;
setbkcolor(7) ;

for (int j=0;j<=iter;j++){
a.x = 6*Latura/2 - Latura/2; a.y = 4*Latura;
b.x 6*Latura/2 + Latura/2; b.y = 4*Latura;
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Pitagora(a,b,j);
getchar () ;
cleardevice() ;

}

closegraph() ;

return 0;

}

Rezultatele executiei:

Vom utiliza un fundal de background de culoare LIGHTGRAY (GRI DESCHIS) .
Vom utiliza un contur de desen de culoare WHITE (ALB).

Introduceti numarul de iteratii: 8

Modulul grafic:
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1
Intr-un fisier text sunt scrise urmdtoarele informatii:

o pe primul rand numarul N de elevi din clasa,

e pe urmatoarele N randuri, pentru fiecare elev, mediile semestriale la disciplina informatica.
In cadrul unui rdand, mediile sunt separate prin spatiu. Fiecare elev se identificd prin numdrul de
ordine la citirea din fisier. Sd se scrie un program care sa realizeze urmdtoarele cerinte:

a) Se citesc datele din fisier si se calculeazd media anuald a fiecarui elev,

b) Pentru identificatorul unui elev, citiz de la tastaturd, se afiseaza mediile semestriale si media

anuala,
C) Serearanjeazd elevii in ordinea crescdatoare a mediilor si se afiseazd mediile fiecarui elev,
d) Se scriu informatiile obtinute in urma prelucrarilor intr-un alt fisier.

Problema 2
Fie N un numdar natural nenul. Fie A un vector cu N pozitii numerotate de la 1 la N si elemente
numere naturale diferite, de la 1 la N, intr-o ordine oarecare. Pentru i si j numere naturale intre 1 si
N, numim pocnet (N, A, i, j) operatia care inverseaza ordinea elementelor din A situate pe pozitiile de
lailaj.
a) Sd se scrie intr-un limbaj de programare un subprogram care implementeazda operatia pocnet
(N, A i, j).
b) Sa se scrie un program care sorteaza crescator vectorul A, folosind pentru schimbarea
ordinii elementelor in A doar operatia pocnet (N, A, 1, k), cuk de la 2 la N.
¢) Consideram ca n este o putere a lui 2 (n = 2", cu m numar natural nenul) i vectorul A are
proprietatea cd pentru orice i de la 1 la m si orice j de la 1 la 2™, exista k de la 1 la 2™,
astfel incdt pe pozitiile din A de la 2' * (j-1)+1 la 2' * j se afla numerele naturale de la 2" (k-
1)+1 la 2%k, intr-o ordine oarecare. Sa se scrie un program care sorteaza crescator vectorul
A, folosind pentru schimbarea ordinii elementelor in A doar operatia pocnet(N, A, 2™ (j-
1D+1, 2% j), cuidelallamsijdelalla?2™, printr-un algoritm mai eficient decdt cel
implementat la punctul precedent, care se bazeaza pe proprietatea vectorului A [24].

Problema 3

Ghicif numarul. Realizaj un joc astfel incdt calculatorul sa poata ghici un numar cuprins intre 1 §i
1000, evident din cat mai putine intrebari, la care dumneavoastra sa raspundeti prin “da” sau “nu”.
Intrebarile pot fi doar de forma: Numarul este egal cu X? Numdrul este mai mare decdt X? Numdrul
este mai mic decat X?

Problema 4
Un arbore cartezian al unui vector este un arbore binar definit recursiv astfel:
e radacina arborelui este elementul cel mai mic din vector;
e subarborele sting este arborele cartezian al subvectorului sting (fata de pozitia elementului
din radacina),
e subarborele drept este arborele cartezian al subvectorului drept.
Se da un vector de dimensiune n. Sa se afiseze arborele sau cartezian.

Problema 5
Demonstrati ca pentru orice intregi M si N sunt adevarate urmatoarele proprietati:

1. daca m si nsunt pare, atunci cmmdc(m, n) = 2cmmdc(m/2, n/2);

2. daca m este impar si n este par, atunci cmmdc(m, n) = cmmdc(m, n/2);

3. daca m i n sunt impare, atunci cmmdc(m, n) = cmmdc((m-n)/2, n).
Pe majoritatea calculatoarelor, operatiile de scadere, testare a paritatii unui intreg si impartirea la
doi sunt mai rapide decat calcularea restului impartirii intregi. Elaborati un algoritm divide et impera
pentru a calcula cel mai mare divizor comun a doi intregi, evitand calcularea restului impartirii
intregi. Folositi proprietdtile de mai sus [25].
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TEHNICI DE SORTARE

6.1 Notiuni generale despre sortare

In informatica, ,,a sorta” inseamnd a rearanja elementele dintr-o structura de date in ordine
crescatoare (sau descrescatoare). Un vector (tablou unidimensional) este numit sortat atunci cdind
elementele lui sunt intr-o anumitd ordine (crescdatoare sau descrescatoare). Exista mai multe tipuri de
sortari, in functie de timpul de raspuns. Printre cele mai cunoscute se numdrd: BubbleSort,
SelectionSort, InsertionSort, etc.

Sortarea este o operatie fundamentald in informatica, deoarece:
Putem sorta datele pentru prezentarea catre utilizator (de exemplu in agenda telefonica, sau
atunci cdnd navigam printre foldere, sau selectam o anumitd melodie din telefon);
Sortarea este o piatra fundamentald in algoritmii mai mari, pentru a simplifica anumite
cerinte (precum gasirea unei chei unice, sau detectarea elementelor duplicate).

Putem sorta: numere, texte, cuvinte, orice, care are un criteriu de sortare. Dar pentru usurintd vom

folosii numere in toate exemplele noastre. Aveti grija sa distingeti pozitia elementului (i) de elementul
efectiv ( V[i])

Evaluarea algoritmilor de sortare
Cat de mult spatiu necesita algoritmul, in afard de spatiul efectiv pe care il ocupd vectorul? In
cel mai bun caz acel spatiu este O(1), dar existd si algoritmi care au nevoie de spatiu extra
pentru a sorta mai efficient. Acest procedeu se numeste ,,trading space for time” — ne vom
mai intdlni cu el.
Cdt de repede se executd sortarea? Ar trebui sd numardam de cdte ori se compard doud
numere si Sa luam in considerare atat cazul mediu (average case), cdt si cazul cel mai
nefavorabil (worst case).
Ce se intampla daca exista elemente care se repeta?

Din punct de vedere al eficientei, avem:
algoritmi neeficienti, de complexitate O(n?):
metoda bulelor
e sortarea prin selectie
e sortarea prin insertie

e EtC.
algoritmi eficienti, de complexitate O(n-logn):
e QuickSort
e MergeSort
e HeapSort
e EtC.

Nota:
v Pentru structuri de date particulare exista si algoritmi de complexitate O(n).
v’ De asemenea, exista algoritmi exponentiali, de complexitate O(nY), fara utilitate practica.

Exemplul 1
Consideram multimea de valori intregi: (5,8,3,1,6). In acest caz cheia de sortare coincide cu valoarea

elementului. Prin sortare crescatoare se obtine multimea (1,3,5,6,8), iar prin sortare descrescdtoare
se obtine (8,6,5,3,1).

Exemplul 2

Consideram un tabel constant din nume ale studentilor si note: {(Popescu, 9), (lonescu, 10),
(Voinescu, 8), (Adam, 9)}. /n acest caz cheia de sortare poate fi numele sau nota. Prin ordonare
crescdtoare dupd nume se obtine {(Adam, 9), (lonescu, 10), (Popescu, 9), (Voinescu, 8) }, iar prin
ordonare descrescatoare dupd nota se obtine {(lonescu, 10), (Popescu, 9), (Adam, 9), (Voinescu, 8) }.
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In functie de spatiul de manevra necesar pentru efectuarea sortarii exista:

Sortare ce foloseste o zona de manevra de dimensiunea multimii de date. Daca multimea
initiala de date este reprezentat de tabloul x[1..n], cel sortat se va obtine intr-un alt tablou
y[1.n].

Sortare in aceeasi zond de memorie. Elementele tabloului x[1..n] isi schimba pozitiile astfel
incat dupad incheierea procesului sa fie ordonate. Este posibil ca si in acest caz sa se
foloseascd o zona de memorie, insd aceasta este de reguld de dimensiunea unui element si nu
de dimensiunea intregului tablou /40].

Metodele de sortare pot fi caracterizate prin:

Stabilitate. O metoda de sortare este considerata stabila daca ordinea relativa a elementelor
ce au aceeasi valoare a cheii nu se modifica in procesul de sortare. De exemplu, daca asupra
tabelului cu note din Exemplul 2 se aplica o metoda stabila de ordonare descrescatoare dupa
nota se obtine {(lonescu, 10), (Popescu, 9), (Adam, 9), (Voinescu, 8)} pe cind daca se aplica
una care nu este stabild se va putea obtine {(lonescu, 10), (Popescu, 9), (Adam, 9), (Voinescu,
8)}.

Naturalete. O metoda de sortare este considerata naturald daca numarul de operatii scade
odata cu distanta dintre tabloul initial si cel sortat. O masurd a acestei distante poate fi
numdrul de inversiuni ale permutarii corespunzdatoare tabloului initial.

Eficienta. O metoda este considerata eficienta daca nu necesita un volum mare de resurse.
Din punctul de vedere al spatiului de memorie o metoda de Sortare pe loc este mai eficientd
decdt una bazatd pe o zond de manevra de dimensiunea tabloului. Din punct de vedere al
timpului de executie este important sd fie efectuate cdat mai putine operatii. In general, in
analiza se iau in considerare doar operatiile efectuate asupra elementelor tabloului
(comparatii si mutari). O metodad este consideratd optimala daca ordinul sau de complexitate
este cel mai mic din clasa de metode din care face parte.

Simplitate. O metoda este consideratd simpla dacd este intuitiva si usor de ingeles.

Observatie:

% Primele doua proprietati sunt specifice algoritmilor de sortare, pe cdind ultimele sunt cu
caracter general.

% In continuare vom considera cdteva metode elementare de sortare caracterizate prin faptul cd
sunt simple, nu sunt cele mai eficiente metode, dar reprezinta punct de pornire pentru metode
avansate. Pentru fiecare dintre aceste metode se va prezenta: principiul si analiza
complexitatii.

Mentiondm urmdtoarele operatii pe biti ce se pot folosi in C++ :

1.

Operatii logice

& i pe biti(bitwise AND) s ~sau exclusiv pe biti(bitwise XOR)
| sau pe biti(bitwise OR) s~ complement pe biti(bitwise NOT)
Deplasari

% » la dreapta(right shift) %« la stanga(left shift)

Descriem numai operatiile pe care le vom folosi in cadrul exemplului de mai jos: » §i &.

s Operatia n » k are ca rezultat valoarea obtinutd prin mutarea la dreapta a tuturor bitilor lui
n(pe primii k biti se obtine 0, iar ultimii k biti din n sunt ignorati).

s Operatia n & k are ca rezultat valoarea obtinuta prin pastrarea bitilor nenuli din n pentru
porzitiile pe care i k are bifi nenuli(0 in rest) [41].

Nota:

v Daca n este numar natural si k = 2p, atunci:
e nyp==n/k
e nN&(Kk-1)==n%k

v’ Apar diferente in cazul numerelor negative.

167



6.2 Tehnici de sortare directe

Sortarea cu bule (BubbleSort)

Metoda consta in parcurgerea sirului ori de cdte ori este nevoie pana cand sirul devine sortat sau
cat timp sirul nu este sortat. Inainte de parcurgerea sirului se presupune de fiecare datd ca sirul ar fi
sortat utilizand o variabila logicad. La fiecare iteratie sirul se va parcurge pand la ultima componentad
care nu este sortatd. Parcurgerea sirului consta in compararea de fiecare data a doud componente de
pe pozitii consecutive, de forma afi] si afi+1]. Daca afi]>afi+1] cele douda componente se vor
interschimba. Daca la o parcurgere a sirului exista cel putin o interschimbare inseamnd ca sirul inca
nu este sigur sortat si se reia parcurgerea sirului. Daca la o parcurgere a sirului nu exista nici o
interschimbare, atunci cu siguranta sirul este sortat. Metoda are rolul de a transporta, la fiecare
parcurgere a sirului, valoarea maxima dintre componentele nesortate §i de a o plasa pe pozitia finala
in sirul sortat a o plasa pe pozitia finala in sirul sortat.

Timp mediu Timp la limita Memorie Stabilitate
O(N9) O(N9) 0(1) DA

Implementare:

void bubbleSort(int a[],int n){
int i,schimbat,aux;
do {
schimbat = 0;
for(i = 0; i < n-1; i++) {
if (a[i] < a[i+1]) {
aux = a[i]; a[i] = a[i+l]; a[i+l] = aux; schimbat = 1;
}

}
} while(schimbat) ;

Sortarea prin selectie (SelectionSort)

Metoda consta in parcurgerea sirului de la prima componentd pana la componenta n-1 inclusiv.
La pasul i componentele afl],af2],...,afi-1] sunt deja sortate. La pasul i se determing valoarea
minimd, respectiv, pozitia elementului minim dintre componentele afi],afi+1],...,a[n]. Fie p pozitia
elementului minim . Daca p este diferit de i atunci componentele afi] si a[p] se vor interschimba.

Timp mediu Timp la limita Memorie Stabilitate
O(N?) O(N?) 0O(1) DA

Implementare:

void selectionSort(int a[],int n){
int i, j,aux,minim,minPoz;
for(i = 0; i < n - 1;i++) {
minPoz = i; minim = a[i];
for(j =1+ 1;j < n;j++){
if (minim > a[j]) {
minPoz = j; minim = a[j];
}
}

aux = a[i]; a[i] = a[minPoz]; a[minPoz] = aux;
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Sortarea prin insertie (InsertionSort)

Aceasta metoda consta in parcurgerea sirului, incepdnd cu a doua componenta pana la final. La
pasul i elementele a[1],a[2]...,a[i-1] sunt deja sortate si trebuie sa plasam elementul a[i] printre
elementele deja sortate. Pentru a plasa elementul a[i] vom parcurge urmatorii pasi :

o Seretine a[i] intr-o variabild temporara t;

e Indicele j parcurge in ordine inversa elementele deja sortate;

o Cat timp a[j]>t si j=0, elementul a[j] se deplaseaza la dreapta cu o unitate, iar j descreste cu

0 unitate;

o [In finaltse va pozitiona pe urmatoarea componentd pentru care nu a mai fost adevarata

conditia: a[j+1]=t.

Timp mediu Timp la limita Memorie Stabilitate
O(N?) O(N?) 0(1) DA
Implementare:
void insertionSort (int a[], int n) {
int i, j, aux;
for (i =1; i < n; i++){
j=4i;
while (j > 0 && a[j - 1] > a[j]){
aux = a[j]; al[j] = al[j - 1]; a[--j] = aux;

}

Exemplu practic pas cu pas

Se da un vector ce contine valori intregi distincte, V={5, 7, 9, 4, 2}. Sa se sorteze elementele
vectorului prin cele trei metode mentionate mai sus. Sa se precizeze fiecare pas pentru a sorta
elementele vectorului in ordine crescatoare [42] .

Selection Sort

Insertion Sort

Bubble Sort |

Schimbare
Schimbare
Schimbare
Schimbare
Schimbare
Schimbare
Schimbare
Schimbare

odoUbd WNR
N& OGO OO
BN I
GQOUODNNIB__O
NI DNDDND O
©WOWWVWWVWWWOUNN

Nota:
o  Numarul total de pasi
rezlizati este: 32

Schimbare 1 57 942
Schimbare 2 57249
Schimbare 3 54279
Schimbare 4 24579
Notia:

e  Numarul total de pasi
rezlizati este: 41

Schimbare 1 57942
Schimbare 2 57 49 2
Schimbare 3 547 9 2
Schimbare 4 4 57 9 2
Schimbare 5 45729
Schimbare 6 45279
Schimbare 7 4 25179
Schimbare 8 24579
Noti:

e  Numarul total de pasi
rezlizati este: 18
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6.3 Tehnici de sortare indirecte

Sortarea prin interclasare (MergeSort)

Timp mediu
O(N*logN)

Timp la limita
O(N*logN)

Memorie

O(N)

Stabilitate

DA

Descriere

In cazul sortarii prin interclasare, vectorii care
se interclaseaza sunt doud secvente ordonate din

acelasi

vector. Sortarea prin interclasare

utilizeaza metoda Divide et Impera:

7
0‘0

se imparte vectorul in secvente din ce in ce
mai mici, astfel incat fiecare secventd sa fie
ordonatd la un moment dat si interclasata cu
o0 altd secventa din vector corespunzatoare.

| 10

10

Exemplu

10 || 35

35 H 19

19

42 || 44

35 19 | 42‘.44‘

42 || 44

% practic, interclasarea va incepe cdnd se =)
ajunge la o secventa formata din doud
elemente. Aceasta, odata ordonata, se va
interclasa cu o alta corespunzatoare(cu 2
elemente). Cele doud secvente vor alcatui un
subgir ordonat din vector mai mare(cu 4
elemente) care, la rdandul lui, se va
interclasa cu un subgir corespunzator(cu 4
elemente) s.a.m.d.

10 || 27

33 19 42

42

Sortarea prin asamblare (HeapSort)

Stabilitate
NU

Memorie
0@1)

Timp mediu
O(N*logN)

Timp la limita
O(N*logN)

Exista mai mutle tipuri de heap, dar ne vom referi numai la binary heap pentru implementarea

algoritmului Heap sort. Un heap binar este un arbore binar cu urmdatoarele proprietdfi:

% este ,,complet“(toate nivelele sunt pline, cu posibila exceptie a ultimului nivel), adica de
Inaltime minima

% existd aceeasi relatie de ordine Intre orice nod §i parintele acestuia(exceptie - nodul
radacina).

Daca nodurile contin numere intregi dupa care stabilim relatia de ordine, heap-ul poate fi de doua

feluri:
* max-heap(raddcina are cel mai mare numadr, de la orice copil la parinte avem relatia mai mic

sau egal)

min-heap(raddacina are cel mai mic numar, de la orice copil la parinte avem relatia mai mare

sau egal)

Descriere :

% Metoda de sortare prin selectie directd se bazeaza pe selectia repetatd a ultimei chei dintre n
elemente, apoi dintre n-1 elemente ramase, etc.

% Pentru a gasi cea mai mica cheie dintre n elemente sunt necesare n-1 comparatii, apoi gasirea
urmatoarei dintre n-1 elemente are nevoie de n-2 comparatii, etc. = n(n-1)/2 comparatii.

% Aceasta sortare se poate imbundtati prin retinerea, de la fiecare scanare, de mai multa informatie
decat identificarea unui singur element, cel mai mic.

% De exemplu, cu n/2 comparatii se poate determina cheia mai mica pentru fiecare pereche de
elemente dintre cele n elemente, apoi cu alte n/4 comparatii se poate determina cheia cea mai
mica pentru fiecare pereche ale cheilor determinate anterior, si asa mai departe. Astfel, cu n-
1 comparatii se poate construi arborele de selectie.

Descriem urmatorii pasi pentru o variantd de implementare a algoritmului Heap sort(ordonare

crescdtoare):

Y/
0'0
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% presupunem cd vectorul formeaza un arbore binar, fiecare pozitie din vector reprezentind un nod,
CU raddcina pe pozitia 0(zero) si cu fiecare nod K avind copiii 2k+1 i 2k+2(daca nu exista
pozitia din vector cu indicele respectiv, atunci nu existd nod copil = NULL)

% formam un max-heap cu aceeasi reprezentare(pe vector, fard a construi altd structurd pentru
noduri)

% extragem maximul din radacina heap-ului(pozitia 0 din vector) si facem o intersschimbare intre
pozitia maximului si ultima pozitie din vector. Acum maximul se afld pe pozitia dorita §i putem sa
7/ excludem din heap.

% repetam pasii(refacem forma de heap, extragem noul maxim, reducem cu I numarul de elemente
nesortate), cdt timp mai sunt elemente in heap.

Definim urmatoarele doud functii pentru a prezenta mai usor algoritmul Heap sort:

% functia , cerne“(asigura ,, cernerea‘/, scurgerea‘’/, caderea“ nodului k pdana pozitia necesara
pentru heap) - dacd nodul k nu are valoarea mai mare decdt a copiilor lui(nu se pdstreaza relatia
de ordine a heap-ului), atunci nodul k va fi ,, cernut“ pdnd va fi respectatd relatia.

% functia ,,makeHeap “(formeaza max heap-ul) - functia cerne toate nodurile pentru a obtine un

heap /43].

Sortarea prin insertie cu pas variabil (ShellSort)

Timp mediu Timp la limita Memorie Stabilitate
O(N*log°N) O(N*log°N) 0O(1) NU

| Descriere Exemplu
Algoritmul shell sort este o generalizare a
algoritmului insertion sort.

‘0

% La algoritmul insertion sort, pentru a insera
un nou element in lista de elemente deja ————SSS——
sortate, se deplaseazad fiecare element cu cite ‘ 14 H 19 H o7 H 10 H a5 H a3 H 42 H 44 ‘
o0 pozitie spre dreapta atdt timp cdat avem — L L L
elemente mai mari decat el. Practic, fiecare m— . =
element inainteaza spre pozitia sa finala cu ‘ 14 H 19 H 27 H 10 H 35 H 33 H 42 H 44 ’
cdte o pozitie. e

% Algoritmul shell sort lucreaza similar, doar ca SIS IS ==
deplaseaza elementele spre pozitia finala cu ‘ 14 H 19 H 27 H 10 H 35 H 33 H 42 H 44 ’
mai mult de o pozitie. Se lucreazd in iteratii. e e —

% In prima iteratie se aplica un insertion sort cu — D
salt s1 mai mare decdt 1. Asta inseamnd ca ‘ 14 H 19 H 10 H 27 H 35 H 33 H 42 H 44 ’
fiecare element din sirul initial este deplasat ——————
spre stdnga cu cdte sl pozitii atdt timp cdt Y Y e e Y N S
intdlneste elemente mai mari decdt €l. ‘ H H H H

% Se repeta asemenea iteratii cu salturi din ce in
ce mai mici 52, 53, s4, etc. Ultima iteratie se (
face cu saltul 1. Aceasta ultima iteratie este, ‘
practic, un insetion sort clasic.

% Principiul este ca, dupa fiecare iteratie, sirul (
devine din ce in ce “mai sortat”. lar, cum ‘

algoritmul insertion sort functioneaza cu atdt

mai repede cu cdt sirul este mai sortat, per ‘

ansamblu, vom obtine o imbunatatire de R | S| S ] S | Sty | G | G | G

vitezd.
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Sortarea rapida (QuickSort)

Timp mediu Timp la limita Memorie Stabilitate

O(N*logN) O(N9) O(logN) NU

Descriere :
%  Quick Sort este unul dintre cei mai rapizi si mai utilizati algoritmi de sortare pdnd in acest
moment, bazdndu-se pe tehnica ,, Divide et impera “.
% Desi cazul cel mai nefavorabil este O(N?), in practicd, QuickSort oferd rezultate mai bune decat
restul algoritmilor de sortare din clasa ,, O(N log N) *“.

Algoritmul se bazeaza pe urmatorii pasi.

o alegerea unui element pe post de pivot;

o parcurgerea vectorului din douad parti(de la stanga la pivot, de la dreapta la pivot, ambele in
acelagi timp);

o interschimbarea elementelor care se afla pe ,,partea gresita‘ a pivotului(mutam la dreapta
pivotului elementele mai mari, la stdnga pivotului elementel mai mici),;

o divizarea algoritmului: dupd ce mutam elementele pe ,,partea corecta a pivotului, avem 2
subsiruri de sortat, iar pivotul se afla pe pozitia bund.

Urmeazi algoritmul QuickSort pentru Pivot

Pasul 1 - Alegeti cea mai mare valoare a indexului are pivot

Pasul 2 - Ia doud variabile pentru a indica stianga si dreapta din listd, cu exceptia pivotului
Pasul 3 - punct stanga catre indicele scdzut

Pasul 4 - punct corect catre indltime

Pasul 5 - in timp ce valoarea din stinga este mai mica decdt pivotul se deplaseaza spre dreapta
Pasul 6 - in timp ce valoarea din dreapta este mai mare decdt deplasarea pivotului la stdnga
Pasul 7 - dacad atdt pasul 5 cdt si pasul 6 nu se potrivesc cu schimbarea la stinga si la dreapta
Pasul 8 - daca stanga > dreapta, punctul in care s-au intdlnit este pivotul nou

Urmeaza algoritmul QuickSort

Pasul 1 - Faceti pivotul cu cea mai bund valoare a indexului
Pasul 2 - partiti tabloul folosind valoarea pivot

Pasul 3 - quicksort partitie stanga recursiv

Pasul 4 - quicksort partitie dreapta recursiv

Nota:

V" Nu exista restrictii pentru alegerea pivotului.

v Algoritmul prezentat alege mereu elementul din mijloc.

v' Quicksort este un algoritm de sortare eficient in loc, care, de obicei, se executd de
aproximativ doud pdand la trei ori mai rapid decdt MergeSort si HeapSort atunci cdnd este
implementat bine.

v’ Quicksort este un fel de comparatie, ceea ce inseamna ca poate sorta elemente de orice tip
pentru care este definitd o relatie mai micd decdt aceea. In implementdri eficiente, de
obicei, nu este stabil.

v’ Quicksort are in medie O (N*logN) comparatii pentru a sorta n elemente. In cel mai rau
caz, face comparatii O (n), desi acest comportament este foarte rar [ 44] .
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Analiza comparativa dintre MergeSort si QuickSort

MergeSort este un algoritm extern care se bazeazd pe strategia Divide et Impera. In acest algoritm:

o  Elementele sunt impartite in doud submultimi (n / 2) din nou si din nou, pana cand ramadne
doar un element.

e MergeSort foloseste stocarea suplimentard pentru sortarea tabloului auxiliar.

e MergeSort foloseste trei tablouri in care doud sunt utilizate pentru stocarea fiecarei jumatati,
iar cel de-al treilea extern este folosit pentru a stoca lista finald sortatd prin comasarea altor
doua i fiecare tablou este apoi sortat recursiv.

o In cele din wrmad, toate sub-tablourile sunt imbinate pentru a face ,,n” - dimensiunea
elementului tabloului.

QuickSort este un algoritm intern care se bazeazd pe strategia Divide et Impera. In acest algoritm:
o Gama de elemente este impartita in parti in mod repetat, pina cdnd nu este posibil sd o
impartim in continuare.
e Este, de asemenea, cunoscut sub numele de "sortare de schimb de partitii”.
e Foloseste un element cheie (pivot) pentru impartirea elementelor.
o O partitie stanga confine toate acele elemente care sunt mai mici decdt pivotul si o partitie din
dreapta contine toate acele elemente care sunt mai mari decdt elementul cheie [41].

CRITERIUL | QUICK SORT | MERGE SORT
Partitia elementelor din | Impartirea unui vector de elemente | Impartirea unui  vector de
tablou este in orice raport, nu neapdrat | elemente este in orice raport, nu

Impartit in jumatate. neapdrat impartit in jumdtate.
Complexitatea cea mai | O(N?) O(N*logN)
rea
Functioneaza bine Functioneaza bine pe un vector de Functioneaza bine pe un vector
dimensiune mai mica de orice dimensiune
Viteza de executie Functioneaza mai repede decdt alti | Are o viteza constantd pentru

algoritmi de sortare pentru vectori de | vectori de orice dimensiune
dimensiuni mai mici precum sortare
SelectionSort etc.

Cerinta suplimentara de | Mai putin (in loc) Mai mult (nu in loc)
spatiu de stocare

Eficienta Ineficien_t pentru vectori de dimensiuni | Mai eficient
mai mari
Metoda de sortare Intern Extern
Stabilitate Instabil Stabil
Preferat Pentru vectori Pentru Liste de legaturi
Localitatea de referinta bun slab
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6.4

Implementarea tehnicilor de sortare directe

Problema 1: Sortarea cu bule (BubbleSort)

Exemplu
Fie avem vectorul: arr [] = {5142 8}. Trebuie de sortat elementele ascendant.

Solutie:
e (51428)>(154238),
(14528)>(14258),
e (14258)->(14258),
(12458 )>(12458),
e (12458)->(1245%8),
(12458 )>(12458)

(1 5428)>(145218),
(1 4258)>(14258).
(1 4258 )>(124528),
(1 2458)>(12458).
(1 2458 )>(124528),
(1 2458)>(12458).

Varianta clasica
#include <iostream>
using namespace std;
int 1i,3;
void swap(int *xp, int *yp) {
int *xXp;
*xp =
*yp =
}
void bubbleSortl (int arr[], int n) {
for (1 = 0; 1 < n-1; i++)
for (j = 0; j < n-i-1; j++)
if (arr[j] > arr[j+1])
swap (&arr[j], &arr[j+1]);
}
void bubbleSort2 (int arr[], int n) {
for (i = 0; i < n-1; i++)
for (j = 0; j < n-i-1; j++)
if (arr[j] < arr[j+1])
swap (&arr[j], &arr[j+1]);
}
void afisare(int arr[], int size) {
for (i = 0; i < size; i++)
cout<<arr[i]<<" "; cout<<endl;}
int main () {
int arr[] = {5, 7, 9, 4, 2};
int n = sizeof (arr)/sizeof (arr[0]);
cout<<"Vectorul introdus: \n\t";
afisare(arr, n);
bubbleSortl (arr, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";
afisare(arr, n);
bubbleSort2 (arr, n);

cout<<"Vectorul sortat descrescator:

\n\t";
afisare(arr, n); return O;

}

Varianta recursiva
#include <iostream>
using namespace std;
void bubbleSortl (int arr[], int n) {
if (n 1) return;
for (int i=0; i<n-1; i++)
if (arr[i] > arr[i+l])
swap (arr[i], arr[i+l]);
bubbleSortl (arr, n-1);

}
void bubbleSort2 (int arr[], int n) {
if (n == 1) return;
for (int i=0; i<n-1; i++)
if (arr[i] < arr[i+1])
swap (arr[i], arr[i+l]);
bubbleSort2 (arr, n-1);
}
void afisare(int arr[], int n){
for (int i=0; i < n; i++)
cout<<arr[i]<<" "; cout<<endl;}

int main () {
int arr[] = {5, 7, 9, 4, 2};
int n = sizeof (arr)/sizeof (arr[0]);

cout<<"Vectorul introdus: \n\t";

afisare(arr, n);

bubbleSortl (arr, n);

cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";

afisare(arr, n);

bubbleSort2 (arr, n);

cout<<"Vectorul sortat descrescator:
\n\t";

afisare(arr, n); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus:
57 94 2

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus:
57 94 2

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42
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Problema 2: Sortarea prin selectie (SelectionSort)

Exemplu
Fie avem vectorul: arr [] = {64 25 12 22 11 }. Trebuie de sortat elementele ascendant.

Soluyie:
e  Gasim elementul minim in arr [0 ...
e Gasim elementul minim in arr [1 ...
e Gasim elementul minim in arr [2 ...
e Gasim elementul minim in arr [3 ...

4] si-l asezam la inceput: 11 25 12 22 64.
4] si-l asezam la inceput: 11 12 25 22 64.
4] si-l asezam la inceput: 11 12 22 25 64.
4] si-l asezam la inceput: 11 12 22 25 64

Varianta clasica
#include <iostream>
using namespace std;
void swap(int *xp, int *yp) {
int temp = *xp;
*Xp = *yp;
*yp temp;

}
void selectionSortl (int arr[], int n) {
int i, j, min_idx;
for (i = 0; i < n-1; i++){
min_idx = 1i;
for (j = i+l; j < n; j++)
if (arr[j] < arr[min_idx])
min_idx = 3;
swap (&arr[min_idx], &arr[i]);
}
}
void selectionSort2 (int arr[], int n){
int i, j, min_idx;
for (i = 0; i < n-1; i++){
min_idx = i;
for (j = i+l; j < n; j++)
if (arr[j] > arr[min_idx])
min_idx = j;
swap (&arr[min_idx], &arr[i]);

}
}
void afisare(int arr[], int size) {
int i;
for (i=0; i < size; i++)
cout << arr[i] << " ";

cout << endl;
}
int main () {
int arr[] = {5, 7, 9, 4, 2};
int n = sizeof (arr)/sizeof (arr[0]);
selectionSortl (arr, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";
afisare(arr, n);
selectionSort2 (arr, n);

cout<<"Vectorul sortat descrescator:

\n\t";
afisare(arr, n);

}

Varianta recursiva
#include <iostream>
using namespace std;

int i;
int minIndexl (int a[], int i, int j){
if (i == j) return i;

int k = minIndexl(a, i + 1, j);
return (a[i] < al[k])? i : k;
}
int minIndex2 (int a[], int i, int j) {
if (i == j) return i;
int k = minIndex2(a, i + 1, j);
return (a[i] > al[k])? i : k;
}
void SelectionSortl (int a[], int n, int
index=0) {
if (index == n) return;
int k = minIndexl(a, index, n-1);
if (k '= index)
swap(a[k], alindex]);
SelectionSortl(a, n, index + 1);
}
void SelectionSort2(int a[], int n, int
index=0) {
if (index == n) return;
int k = minIndex2(a, index, n-1);
if (k '= index)
swap(a[k], alindex]);
SelectionSort2(a, n, index + 1);
}
void afisare(int a[], int size){
for (1 = 0; i < size; i++)
cout << af[i] << " ";
cout << endl;
}
int main () {
int a[] = {5, 7, 9, 4, 2};
int n = sizeof(a)/sizeof (a[0]):;
SelectionSortl(a, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";
afisare(a, n);
SelectionSort2(a, n);
cout<<"Vectorul sortat descrescator:
\n\t";
afisare(a, n);

}

Rezultatele executiei:

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42

Rezultatele executiei:

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42
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Problema 3: Sortarea prin insertie (InsertionSort)

Exemplu
Fie avem vectorul: a [] = {12 11 135 6 }. Trebuie de sortat elementele ascendant.

Soluyie:

Incepem parcurgerea de la al doilea indice (1) pand la ultimul

(4) :

deplasam 12 si introducem

deoarece toate elementele
obtinem: 11, 12, 13, 5, 6

Numdrul 5 se va muta la inceput si toate celelalte elemente de

inaintea pozitiei lor actuale,
iar elementele de 1la
obtinem:

e 1 = 1. Deoarece 11 este mai mic decét 12,
11 inainte de 12, obtinem: 11, 12, 13, 5, 6
e i = 2. Numdrul 13 va raméne la pozitia sa,
din A [0..i-1] sunt mai mici decat 13,
e i = 3.
la 11 1la 13 wvor muta o pozitie
obtinem: 5, 11, 12, 13, 6
e i = 4. Numdrul 6 se va muta pe pozitia dupa 5,
11 la 13 vor muta o pozitie inaintea pozitiei lor actuale,
5, 6, 11, 12, 13.

Varianta clasica
#include <iostream>
using namespace std;

int 1i;
void insertionSortl (int a[], int n){
int i, key, j;
for (i = 1; 1 < n; i++){
key = a[i]; j =1 - 1;
while (j >= 0 && a[j] > key) {
al[j + 1] = a[3jl;
=3 -1
} a[j + 1] = key;
}

}
void insertionSort2(int a[], int n){
int i, key, 3j;
for (i 1l; i < n; i++){
key = a[i]l; j i-1;
while (j >= 0 && a[j] < key) {
a[j + 1] aljl;
j=3-1L
} alj + 1] = key;

}
}

void afisare(int a[], int n){
for (i 0; i < n; i++)
cout<<al[i]<<" "; cout<<endl;

}
int main () {
int a[] = {5, 7, 9, 4, 2};
int n sizeof (a) /sizeof (a[0]) ;
insertionSortl(a, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";
afisare(a, n);
insertionSort2(a, n);
cout<<"Vectorul sortat descrescator:
\n\t";

afisare(a, n); return 0;

}

Varianta recursiva
#include <iostream>
using namespace std;
void insertionSortl (int a[], int n){
if (n <= 1) return;
insertionSortl( a, n-1);
int last = a[n-1];

int j = n-2;

while (j >= 0 && a[j] > last){
a[j+1] = a[jl;
==

} a[j+1l] = last;

}

void insertionSort2(int a[], int n){
if (n <= 1) return;
insertionSort2(a, n-1);
int last = a[n-1];

int j = n-2;

while (j >= 0 && a[j] < last){
a[j+1] = aljl;
==

} a[j+1l] = last;
}

void afisare(int a[], int n){

for (int i=0; i < n; i++)
cout<<a[i]<<" "; cout<<endl;
}
int main() {
int a[] = {5, 7, 9, 4, 2};

int n = sizeof(a)/sizeof(a[0]);

insertionSortl(a, n);

cout<<"Vectorul sortat crescator:
\n\t";

afisare(a, n);

insertionSort2(a, n);

cout<<"Vectorul sortat descrescator:
\n\t";

afisare(a, n); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42

Rezultatele executiei:

Vectorul sortat crescator:
24579

Vectorul sortat descrescator:
9 75 42
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6.5 Implementarea tehnicilor de sortare indirecte

Problema 1: Sortarea prin interclasare (MergeSort)

| Exemplu

Fie avem vectorul: a [] = { 43 16 60 27 45 }. Fie avem vectorul: a [] = {43 16 60 27 45 }.
Trebuie de sortat elementele ascendent. Trebuie de sortat elementele descendent.
Solurie: Soluyie:

Pasul 1: 16 43 Pasul 1: 43 16

Pasul 2: 16 43 60 Pasul 2: 60 43 16

Pasul 3: 27 45 Pasul 3: 45 27

Pasul 4: 16 27 43 45 60 Pasul 4: 60 45 43 27 16

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
/// sortare ascendenta
void combinal (int a[], int 1, int m, int r) {
inti, j, k, n1=m-1+4+1, n2 = r - m;
int L[nl], R[n2]; /* cream tablouri temporare */
/* Copiam datele in tablourile temporare L[] si R[] */
for (i = 0; i < nl; i++) L[i] = a[l + i];
for (3 = 0; § < n2; j++) R[] = a[m + 1+ j1;
/* Unirea celor doua tablouri temporare*/
i=0;3=0;k=1;
while (i < nl && j < n2) {
if (L[i] <= R[Jj]) { alk] = L[i]; i++; }
else { alk] = R[Jj]; j++; }
k++;

}

/* Copiam elementele ramase din L [], daca exista */
while (i < nl) { al[k] = L[i]; i++; k++; }
/* Copiam elementele ramase din R [], daca exista */
while (j < n2) { a[k] = R[j]; J++; k++; }
}
void mergeSortl(int a[], int 1, int r) {
if (1 < r){
int m=1+(r-1)/2; mergeSortl(a,l,m); mergeSortl(a,m+l,r); combinal(a,l,m,r);
}
}
/// sortare descendenta
void combina2 (int a[], int 1, int m, int r) {
inti, j, k, nl=m-1+1, n2= r - m;
int L[nl], R[n2]; /* cream tablouri temporare */
/* Copiam datele in tablourile temporare L[] si R[] */
for (i = 0; i < nl; i++) L[i] = a[l + i];
for (j = 0; j < n2; j++) R[j] = a[m + 1+ JF];
/* Unirea celor doua tablouri temporare*/
i=0;3=0;k=1;
while (i < nl && j < n2) {
if (L[i] >= R[Jj]) { alk] = L[i]; i++; }
else { al[k] = R[j]; j++; }
k++;
}
/* Copiam elementele ramase din L [], daca exista */
while (i < nl) { a[k] = L[i]; i++; k++; }
/* Copiam elementele ramase din R [], daca exista */
while (j < n2) { alk] = R[j]; j++; k++; }
}
void mergeSort2(int a[], int 1, int r) {
if (1 < r){
int m=1+(r-1)/2; mergeSort2(a,l,m); mergeSort2(a,m+l,r); combina2(a,l,m,r);
}
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void afisare(int A[], int size) {
int i;
for (i=0; i < size; i++)
cout<<A[i]<<"\t"; cout<<endl;
}
int main() {
int i,n, a[20];
cout<<"Introdu dimensiunea vectorului:

cout<<"Introdu elementele vectorului:
for (i=0; i<n; i++){
cin>>al[i];

}

system("cls") ;

cout<<"Vectorul introdus este:
mergeSortl(a, 0, n-1);
cout<<"Vectorul sortat crescator este:
mergeSort2(a, 0, n-1);

\n\t";

cout<<"Vectorul sortat descrescator este:

return 0;

; cin>>n;
\n";

afisare(a, n);
\n\t"; afisare(a, n);

\n\t"; afisare(a, n);

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este:

43 16 60 27
Vectorul sortat crescator este:

16 27 43 45
Vectorul sortat descrescator este:

60 45 43 27

45

60

16
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Problema 2: Sortarea prin asamblare (HeapSort)

| Exemplu
Fie avem vectorul: a [] = { 30 13 64 27 47 }. Fie avem vectorul: a [] = { 30 13 64 27 47 }.
Trebuie de sortat elementele ascendent. Trebuie de sortat elementele descendent.
Solurie: Soluyie:
Pasul 1: 47 27 30 13 64 Pasul 1: 64 13 30 27 47
Pasul 2: 30 27 13 47 64 Pasul 2: 64 47 13 27 30
Pasul 3: 27 13 30 47 64 Pasul 3: 64 47 30 13 27
Pasul 4: 13 27 30 47 64 Pasul 4: 64 47 30 27 13
Pasul 5: 13 27 30 47 64 Pasul 5: 64 47 30 27 13

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
/*Pentru a heapifica un subarbore in radacinata cu nodul i care este un index in
vectorul a[], n este marimea heapului. */
/// sortare ascendenta
void heapifyl(int a[], int n, int i) {
int z=1i, 1 =2*%i + 1, r = 2*i + 2;
// Daca copilul stang este mai mare decat radacina
if (1 < n && a[l] > a[z]) z = 1;
// Daca copilul drept este mai mare decat cea mai mare de pana acum
if (r < n && al[r] > al[z]) z = r;
// Daca cea mai mare de pana acum nu este radacina
if (z '= i) {
swap (a[i], a[z]);
heapifyl(a, n, z);
}

}
void heapSortl (int a[], int n){

// Construim heapul (rearanjam vectorul)

for (int i =n/2 -1; i > 0; i--)
heapifyl(a, n, i);

for (int i=n-1; i>=0; i--){
swap (a[0], a[i]); // Mutam radacina curenta la sfarsit
heapifyl(a, i, 0); // Apelam max heapify pe heapul redus

}

}

/// sortare descendenta
void heapify2(int a[], int n, int i) {
int z =i, 1 =2*%i + 1, r = 2*%i + 2;
// Daca copilul stang este mai mic decat radacina
if (1 < n && a[l] < a[z]) z = 1;
// Daca copilul drept este mai mic decat cea mai mica de pana acum
if (r < n && a[r] < alz]) z = r;
// Daca cea mai mica de pana acum nu este radacina
if (z '= i) {
swap (a[i], a[z]);
heapify2(a, n, z);
}
}
void heapSort2(int a[], int n){
// Construim heapul (rearanjam vectorul)
for (int i =n/ 2 -1; i > 0; i--)
heapify2(a, n, i);
for (int i=n-1; i>=0; i--){
swap (a[0], a[i]); // Mutam radacina curenta la sfarsit
heapify2(a, i, 0); // Apelam max heapify pe heapul redus
}
}
void afisare(int a[], int n) {
for (int i=0; i<n; ++i)
cout << a[i] << "\t";
cout << "\n";
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int main () {
int i,n, a[20];
cout<<"Introdu dimensiunea vectorului: "; cin>>n;
cout<<"Introdu elementele vectorului: \n";
for (i=0; i<n; i++){
cin>>ali];
}
system("cls") ;
cout<<"Vectorul introdus este: \n\t"; afisare(a, n);
heapSortl(a, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator este: \n\t"; afisare(a, n);
heapSort2(a, n);
cout<<"Vectorul sortat descrescator este: \n\t"; afisare(a, n);
return 0;

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este:

30 13 64 27 47
Vectorul sortat crescator este:

13 27 30 47 64
Vectorul sortat descrescator este:

64 47 30 27 13
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Problema 3: Sortarea prin insertie cu pas variabil (ShellSort)

| Exemplu
Fie avem vectorul: a [] = {2312 52 27 40 }. Fie avem vectorul: a [] = {23 12 52 27 40 }.
Trebuie de sortat elementele ascendent. Trebuie de sortat elementele descendent.
Solurie: Soluyie:
Pasul 1: 40 27 23 12 52 Pasul 1: 52 12 23 27 40
Pasul 2: 27 12 23 40 52 Pasul 2: 52 40 23 12 27
Pasul 3: 23 12 27 40 52 Pasul 3: 52 40 27 12 23
Pasul 4: 12 23 27 40 52 Pasul 4: 52 40 27 23 12
Pasul 5: 12 23 27 40 52 Pasul 5: 52 40 27 23 12

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
/// sortare ascendenta
int shellSortl (int a[], int n) {
/// Incepem cu un decalaj mare, apoi reducem decalajul
for (int decalaj = n/2; decalaj > 0; decalaj /= 2){
for (int i = decalaj; i < n; i +=1) {
int j, temp = al[i];
for (j = i; j >= decalaj && a[j - decalaj] > temp; j -= decalaj)
a[j] = a[j - decalajl;
/// Punem temp (originalul lui a[i]) in locatia corecta
a[j] = temp;

}
}
/// sortare descendenta
int shellSort2(int a[], int n){
/// Incepem cu un decalaj mare, apoi reducem decalajul
for (int decalaj = n/2; decalaj > 0; decalaj /= 2){
for (int i = decalaj; i < n; i += 1) {
int j, temp = al[i];
for (j = i; j >= decalaj && a[j - decalaj] < temp; j -= decalaj)
al[j] = al[j - decalaj];
/// Punem temp (originalul lui a[i]) in locatia corecta
a[j] = temp;

}

}

void afisare(int a[], int n){
for (int i=0; i<n; i++)

cout << a[i] <<"\t"; cout << "\n";

}

int main () {
int i, a[] = {23, 12, 52, 27, 40}, n = sizeof(a)/sizeof (a[0]);
cout<<"Vectorul introdus este: \n\t"; afisare(a, n);
shellSortl(a, n);
cout<<"Vectorul sortat crescator este: \n\t"; afisare(a, n);
shellSort2(a, n);
cout<<"Vectorul sortat descrescator este: \n\t"; afisare(a, n);
return O;

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este:

23 12 52 27 40
Vectorul sortat crescator este:

12 23 27 40 52
Vectorul sortat descrescator este:

52 40 27 23 12

181



Problema 4: Sortarea rapida (QuickSort)

| Exemplu
Fie avem vectorul: a[] ={ 15533884 40 }. Fie avem vectorul: a[] ={15533884 40 }.
Trebuie de sortat elementele ascendent. Trebuie de sortat elementele descendent.
Solurie: Soluyie:
Pasul 1: 15 38 40 84 53 Pasul 1: 53 84 40 38 15
Pasul 2: 15 38 40 84 53 Pasul 2: 53 84 40 38 15
Pasul 3: 15 38 40 53 84 Pasul 3: 84 53 40 38 15

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
using namespace std;
// O functie de utilitate pentru a schimba doua elemente
void swap(int* a, int* b){
int t = *a; *a = *b; *b = t;
}
/* Aceasta functie ia ultimul element ca pivot, plaseaza elementul pivot la pozitia
sa corecta intr-un tablou sortat si plaseazs toate elementele mai mici decat
pivotul la stanga pivotului si toate elementele mai mari la dreapta pivotului. */
/// sortare ascendenta
int partitionarel (int arr[], int 1, int h){
int pivot = arr[h]; // Pivotul
int i = (1 - 1); // Indicele elementului cel mai mic.
for (int j = 1; j <= h - 1; j++){
// Daca elementul curent este mai mic decat pivotul.
if (arr[j] < pivot) {
i++; // Incrementarea indicelui elementului cel mai mic.
swap (&arr[i], &arr[jl):
}
}
swap (&arr[i + 1], &arr[h]); return (i + 1);
}
void quickSortl(int arr[], int x, int y) {
if (x < y) {
/* pi este indexul de partitionare, arr [p] este acum la locul potrivit */
int pi = partitionarel (arr, x, y);
// Sorteaza separat elementele inainte de partitionare si dupa partitionare
quickSortl (arr, x, pi - 1); quickSortl(arr, pi + 1, y);
}
}

/// sortare descendenta
int partitionare2 (int arr[], int 1, int h){
int pivot = arr[h]; // Pivotul
int i = (1 - 1); // Indicele elementului cel mai mare.
for (int j =1; j <= h - 1; j++){
// Daca elementul curent este mai mare decat pivotul.
if (arr[j] > pivot) {
i++; // Incrementarea indicelui elementului cel mai mare.
swap (&arr[i], &arr[j]l):;
}
}
swap (&arr[i + 1], &arr[h]); return (i + 1);
}
void quickSort2(int arr[], int x, int y) {
if (x < y) {
/* pi este indexul de partitionare, arr [p] este acum la locul potrivit */
int pi = partitionare2(arr, x, y);
// Sorteaza separat elementele inainte de partitionare si dupa partitionare
quickSort2 (arr, x, pi - 1); quickSort2(arr, pi + 1, y);
}
}
void afiseaza(int arr[], int m){
int i;
for (1 = 0; i < m; i++)
cout << arr[i] << "\t"; cout << endl;
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}

int main() {

int i,n, a[20];
cout<<"Introdu dimensiunea vectorului: "; cin>>n;
cout<<"Introdu elementele vectorului: \n";
for (i=0; i<n; i++){

cin>>al[i];
}
system("cls") ;
cout<<"Vectorul introdus este: \n\t"; afiseaza(a, n);
quickSortl(a, 0, n - 1);
cout<<"Vectorul sortat crescator este: \n\t"; afiseaza(a, n);
quickSort2(a, 0, n - 1);
cout<<"Vectorul sortat descrescator este: \n\t"; afiseaza(a, n);
return 0;

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus este:

15 53 38 84 40

Vectorul sortat crescator este:

15 38 40 53 84

Vectorul sortat descrescator este:

84 53 40 38 15
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SARCINI PENTRU EXERSARE

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Creati un alt vector pentru salturi, de exemplu: {1e5,1e4,1e3,1e2,1e1,1}, unde lek = 10%. Incercati
sd folositi acest vector pentru sortare siobservati diferenta de performanta. Sortati vectorul cu cei
trei algoritmi (metodele directe de sortare) si comparati rezultatele.

Creati un alt vector pentru salturi, de exemplu: {l1e5,1e4,1e3,1e2,1el,1}, unde lek = 1 0. fncerca}‘i
sd folositi acest vector pentru sortare siobservati diferenta de performanta. Sortati vectorul cu cei
patru algoritmi (metodele indirecte de sortare) si comparati rezultatele.

Alegeti un algoritm A(dintre Bubble, Insertion siSelection) siun algoritm B(dintre Merge si Quick).
Introduceti nistevariabile globale cu care sa contorizati numarul de comparatii pentru algoritmii A
si B. Comparatirezultatele pentru un vector de intregi de lungime n = 20.

Introduceti o variabila globala cu care sa contorizati numarul de apelari ale functiei ,,cerne*.
Afisatinumarul de apelari necesare pentru construirea heap-ului(makeHeap) sinumarul de apelari
necesare pentru tot algoritmul(heapSort). Ce observati referitor la complexitatea functiilor?
Implementati un algoritm(dintre Bubble, Insertion siSelection) pentru sortarea unui vector cu n
cuvinte de maxim 4 litere fiecare.

Implementati un algoritm(dintre Merge siQuick) pentru sortarea unui vector de structuri, unde fiecare
Structurd reprezinta un moment de timp(int ora,min,sec).

Se da un vector de n intregi, iar toate valorile din vector sunt intre 0 sil 000. Sortati vectorul in timp

Oo(n).

Fiind date doua tablouri Al [] si A2 [], sortati Al astfel incdt ordinea relativa dintre
elemente sa fie aceeasi cu cele din A2. Pentru elementele care nu sunt prezente in A2,
adaugati-le in cele din urma in ordine ordonata (ascendent sau descendent).

Fiind dat un tablou de dimensiunea k si un numar x,sortati acest tablou, apoi gdsiti o
pereche in tablou a carei suma este cea mai apropiata de Xx.

Fiind dat un tablou de numere intregi nesortate, sortati tabloul intr-un nou tablou in forma
de wunda. Un tablou ‘'a [0..n-1]' este sortat in forma de wunda daca:
a[0]>=a[l]<=a[2]>=a[3]<=a[4]>=..

Fie ca aveti un tablou de dimensiunea k, ce contine infirmatii despre data de nastere a
celor k elevi. Cum veti proceda pentru a sorta datele respective in forma ascendenta /
descendenta [20].

Fie ca aveti un tablou de dimensiunea k si contine exact k elemente distincte, gasiti
numdarul minim de schimbari (mutari) necesare pentru a sorta tabloul.

Fiind date doua tablouri care au aceleasi valori, dar in ordine diferita, trebuie sa facem ca
al doilea tablou sa fie la fel ca primul tablou, folosind un numar minim de schimbari
(mutari).

Fie ca aveti o matrice patratad de ordinul N * N avdnd elemente distincte. Sarcina este de a
sorta matricea data, astfel incdt randurile, coloanele si ambele diagonale (diagonala si
anti-diagonala) sa fie in ordine crescatoare / descrescatoare.

Fiind date n obiecte, fiecare obiect are latime wi. Trebuie sa le aranjam intr-un mod
piramidal, astfel incat:

e Ldtimea totala a i-lea este mai micd decadt (i + 1)-lea.
o  Numarul total de obiecte in a i-lea este mai mic decat (i + 1)-lea. "
Coea eq. .. . < 7. . 20 100
Gasi inaltimea maxima care poate fi obtinuta din obiectele date [24].
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6.6 Elaborarea unei biblioteci pentru tehnicile de sortare

1. Elaborarea unei biblioteci cu numele vsortdirect.h, care va implementa toate cele trei
tehnici de sortare directe studiate pentru sortarea elementelor unui vector in ordine
ascendenta si descendenta.

Biblioteca cu numele vsortdirect.h
Implementare C++

#ifndef VSORTDIRECT H INCLUDED
#define VSORTDIRECT H_INCLUDED
using namespace std;
int i,3;
void afisare(int arr[], int size){
for (i = 0; i < size; i++)
cout<<arr[i]<<" "; cout<<endl;
}
void swap(int *xp, int *yp) {
int temp = *xp; *xp = *yp; *yp = temp;
}
/// BubbleSort crescator
void bubbleSortl (int arr[], int n) {
for (i = 0; 1 < n-1; i++)
for (jJ = 0; j < n-i-1; j++)
if (arr[j] > arr[j+1]) swap(&arr[j], &arr[j+1]);
}
/// BubbleSort descrescator
void bubbleSort2 (int arr[], int n) {
for (i = 0; 1 < n-1; i++)
for (j = 0; j < n-i-1; j++)
if (arr[j] < arr[j+1l]) swap(&arr[j], &arr[j+1]);
}
/// SelectionSort crescator
void selectionSortl (int arr[], int n) {
int i, j, min_idx;
for (i = 0; i < n-1; i++){
min_idx = i;
for (j = i+l; j < n; j++)
if (arr[j] < arr[min_idx]) min_idx = j; swap(&arr[min_idx], &arr[i]);
}
}
/// SelectionSort descrescator
void selectionSort2 (int arr[], int n){
int i, j, min_idx;
for (1 = 0; i < n-1; i++){
min_idx = i;
for (j = i+1l; j < n; j++)
if (arr[j] > arr[min_idx]) min_idx

j; swap(&arr[min_idx], &arr[i]);
}
}

/// InsertionSort crescator
void insertionSortl (int arr[], int n) {
int i, key, j;
for (1 = 1; i < n; i++){
key = arr[i]; j =1 - 1;
while (j >= 0 && arr[j] > key) {
arr[j + 1] = arr[j]l; J =3 - 1;
}
arr[j + 1] = key;
}
}
/// InsertionSort descrescator
void insertionSort2 (int arr[], int n){
int i, key, j;
for (1 = 1; i < n; i++){
key = arr[i]; j =1 - 1;
while (j >= 0 && arr[j] < key) {
arr[j + 1] = arr[j]l; J =3 - 1;

}
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arr[j + 1] = key;
}

}
#endif // VSORTDIRECT H INCLUDED

Apelarea bibliotecii cu numele vsortdirect.h

Implementare C++

#include <iostream>

#include "vsortdirect.h"

using namespace std;

int main () {
int a[] = {5,7,9,4,2,6,1,3,0,8};
int n = sizeof (a)/sizeof (a[0]);
cout<<"Vectorul introdus: \n\t"; afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica BubbleSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t"; bubbleSortl(a, n); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t"; bubbleSort2(a, n); afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica SelectionSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t"; selectionSortl(a, n); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t"; selectionSort2(a, n); afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica InsertionSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t"; insertionSortl(a, n); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t"; insertionSort2(a, n); afisare(a, n):;
return 0;

Rezultatele executiei:

Vectorul introdus:
5794261308

Tehnica BubbleSort:
crescator: 012345467829
descrescator: 98 76 543210

Tehnica SelectionSort:
crescator:
descrescator: 9 8 7
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Tehnica InsertionSort:
crescator:
descrescator: 9 8
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2. Elaborarea unei biblioteci cu numele vsortindirect.h, care va implementa toate cele patru
tehnici de sortare indirecte studiate pentru sortarea elementelor unui vector in ordine
ascendenta si descendenta.

Biblioteca cu numele vsortindirect.h

Implementare C++
#ifndef VSORTINDIRECT_H_INCLUDED
#define VSORTINDIRECT_H_INCLUDED
using namespace std;
int 1i,3;
void afisare(int arr[], int size){
for (i = 0; i < size; i++)
cout<<arr[i]<<" "; cout<<endl;
}
void swap(int* a, int* b){
int t = *a; *a = *b; *b = t;

}

/// MergeSort crescator **kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkhkhhhhkhhhhkhhhhhkhhhhhhhhhhkhhhhhhhrkdkr
void combinal (int a[], int 1, int m, int r) {
inti, j, k, n1=m-1+1, n2 = r - m;
int L[nl], R[n2]; /* cream tablouri temporare */
/* Copiam datele in tablourile temporare L[] si R[] */
for (i = 0; i < nl; i++) L[i] = a[l + i];
for (35 = 0; § < n2; j++) R[] = alm + 1+ j1;
/* Unirea celor doua tablouri temporare*/
i=0;3=0;,%k=1;
while (i < nl && j < n2) {
if (L[i] <= R[Jj]) { al[k] = L[i]; i++; }
else { a[k] = R[j]; j++; }
k++;
}
/* Copiam elementele ramase din L [], daca exista */
while (i < nl) { al[k] = L[i]; i++; k++; }
/* Copiam elementele ramase din R [], daca exista */
while (j < n2) { al[k] = R[j]; j++; k++; }
}
void MergeSortl(int a[], int 1, int r) {
if (1 < r){
int m=1+(r-1)/2; MergeSortl(a,l,m); MergeSortl(a,m+l,r); combinal(a,l,m,r);
}
}
/// MergeSort descrescator hhkkhkkkkkhkhkhkhkkkhkkhkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkhkhkkkhkkhkhkkhkkkhkkhkhkhkkhkkkhkkhkhkhkkkkkk
void combina2(int a[], int 1, int m, int r) {
inti, j, k, nl=m-1+1, n2= r - m;
int L[nl], R[n2]; /* cream tablouri temporare */
/* Copiam datele in tablourile temporare L[] si R[] */
for (i = 0; i < nl; i++) L[i] = a[l + i];
for (j = 0; j < n2; j++) R[j] = a[m + 1+ j];
/* Unirea celor doua tablouri temporare*/
i=0;3=0;k=1;
while (i < nl && j < n2) {
if (L[i] >= R[Jj]) { alk] = L[i]; i++; }
else { al[k] = R[j]; j++; }
k++;
}
/* Copiam elementele ramase din L [], daca exista */
while (i < nl) { a[k] = L[i]; i++; k++; }
/* Copiam elementele ramase din R [], daca exista */
while (j < n2) { alk] = R[j]; j++; k++; }
}
void MergeSort2(int a[], int 1, int r) {
if (1 < r){
int m=1+(r-1)/2; MergeSort2(a,l,m); MergeSort2(a,m+l,r); combina2(a,l,m,r);
}
}
/// HeapSort crescator **kkkkkkkkkkkkkhhkkhhhhkhhhhkhhhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhkhkhhokk
void heapifyl(int a[], int n, int i) {
int z =1, 1 =2%i + 1, r = 2%i + 2;
// Daca copilul stang este mai mare decat radacina
if (1 < n && a[l] > alz]) z = 1;
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}

// Daca copilul drept este mai mare decat cea mai mare de pana acum
if (r < n && al[r] > alz]) z = r;
// Daca cea mai mare de pana acum nu este radacina
if (z '= i) {
swap(a[i], al[z]); heapifyl(a, n, z);
}

void HeapSortl (int a[], int n){

}
11/

// Construim heapul (rearanjam vectorul)
for (inti=n/2 -1; i > 0; i--)
heapifyl(a, n, i);
for (int i=n-1; i>=0; i--){
swap (a[0], a[i]); // Mutam radacina curenta la sfarsit
heapifyl(a, i, 0); // Apelam max heapify pe heapul redus
}

HeapSort descrescator *x ks dokskdokokdokhdhshokodhkhhshokskkhdhkdhokkokskdhhkdhskhokk

void heapify2(int a[], int n, int i) {

}

int z=1i, 1 =2*%i + 1, r = 2*i + 2;
// Daca copilul stang este mai mic decat radacina
if (1 < n && a[l] < alz]) z =1;
// Daca copilul drept este mai mic decat cea mai mica de pana acum
if (r < n && alr] < alz]) z = r;
// Daca cea mai mica de pana acum nu este radacina
if (z '= i) {
swap(a[i], a[z]); heapify2(a, n, z);
}

void HeapSort2 (int a[], int n){

}
/17

int

}
11/

int

i

int

// Construim heapul (rearanjam vectorul)
for (int i =n/2 -1; i > 0; i--)
heapify2(a, n, i);
for (int i=n-1; i>=0; i--){
swap (a[0], a[i]); // Mutam radacina curenta la sfarsit
heapify2(a, i, 0); // Apelam max heapify pe heapul redus
}

shells°rt crescator hhkkkhkhkkkhkhkhkhkkkhkhkkhkhkhkhkhkkhkhkkkhkhkkhkhkkhkhkkkhkhkkhkkkhkhkkkhkkkkkkhkkkkix
ShellSortl (int a[], int n){
/// Incepem cu un decalaj mare, apoi reducem decalajul
for (int decalaj = n/2; decalaj > 0; decalaj /= 2){
for (int i = decalaj; i < n; i += 1) {
int j, temp = al[i];
for (j = i; j >= decalaj && a[j - decalaj] > temp; j -= decalaj)
al[j] = al[j - decalaj];
/// Punem temp (originalul lui a[i]) in locatia corecta
a[jl] = temp;

}

ShellSort descrescator * %% %k kkkkkkkdkdkkkkkkdkkdhkdkdhkkkkkkkkkdkkdkhkkhkkhkkkkkdkkhkkikkhkk
ShellSort2 (int a[], int n) {
/// Incepem cu un decalaj mare, apoi reducem decalajul
for (int decalaj = n/2; decalaj > 0; decalaj /= 2){
for (int i = decalaj; i < n; i += 1) {
int j, temp = al[i];
for (j = i; j >= decalaj && a[j - decalaj] < temp; j -= decalaj)
al[j] = a[j - decalajl]l;
/// Punem temp (originalul lui a[i]) in locatia corecta
a[j] = temp;

}

QUickSOrt crescator %%kt ks ko ok sk ok ok ok s sk ok ok deok s ok ok ok ook de ok s o ok ok ok ek ok ok ok ok ok ke ok ok ok ok ok e ok ok
partitionarel (int arr[], int 1, int h){
int pivot = arr[h]; // Pivotul
int i = (1 - 1); // Indicele elementului cel mai mic.
for (int j =1; j<=h - 1; j++){
// Daca elementul curent este mai mic decat pivotul.
if (arr[j] < pivot) {
i++; // Incrementarea indicelui elementului cel mai mic.
swap (&arr[i], &arr[j])
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}
}
swap (&arr[i + 1], &arr[h]); return (i + 1);
}
void QuickSortl(int arr[], int x, int y) {
if (x < y) {
/* pi este indexul de partitionare, arr [p] este acum la locul potrivit */
int pi = partitionarel (arr, x, y):;
// Sorteaza separat elementele inainte de partitionare si dupa partitionare
QuickSortl (arr, x, pi - 1); QuickSortl(arr, pi + 1, y);
}
}

/// Quicksort descrescator Ahkhkhkkkhkhkhkhkkhkhkkhkhkhkhkkhkhkkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkkhkhkkhkkkhkkhkhkkhkkkhkkhkhkkkkkk
int partitionare2 (int arr[], int 1, int h){
int pivot = arr[h]; // Pivotul
int i = (1 - 1); // Indicele elementului cel mai mare.
for (int j = 1; j <=h - 1; j++){
// Daca elementul curent este mai mare decat pivotul.
if (arr[j] > pivot) {
i++; // Incrementarea indicelui elementului cel mai mare.
swap (&arr[i], &arr[j]):
}
}
swap (&arr[i + 1], &arr[h]); return (i + 1);
}
void QuickSort2(int arr[], int x, int y) {
if (x < y) {
/* pi este indexul de partitionare, arr [p] este acum la locul potrivit */
int pi = partitionare2(arr, x, y):;
// Sorteaza separat elementele inainte de partitionare si dupa partitionare
QuickSort2 (arr, x, pi - 1); QuickSort2(arr, pi + 1, y);
}

}
#endif // VSORTINDIRECT H INCLUDED

Apelarea bibliotecii cu numele vsortindirect.h

#include <iostream>
#include "vsortindirect.h"
using namespace std;
int main () {
int a[] = {42,26,61,19,90,0,83,35,57,74}, n = sizeof(a)/sizeof(a[0]);
cout<<"Vectorul introdus: \n\t"; afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica MergeSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t";
MergeSortl(a,0,n-1); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t";
MergeSort2(a,0,n-1); afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica HeapSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t";
HeapSortl(a, n); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t";
HeapSort2(a,n); afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica ShellSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t";
ShellSortl(a, n); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t";
ShellSort2(a,n); afisare(a, n);
///********************************************************************
cout<<"\nTehnica QuickSort: \n";
cout<<"\t\t crescator: \t";
QuickSortl(a,0,n-1); afisare(a, n);
cout<<"\t\t descrescator: \t";
QuickSort2(a,0,n-1); afisare(a, n);
return O;
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Rezultatele executiei:

Vectorul introdus:
42 26 61 19 90 0 83 35 57 74

Tehnica MergeSort:
crescator: 0 19 26 35 42 57 61 74 83 90
descrescator: 90 83 74 61 57 42 35 26 19 O

Tehnica HeapSort:
crescator: 0 19 26 35 42 57 61 74 83 90
descrescator: 90 83 74 61 57 42 35 26 19 O

Tehnica ShellSort:
crescator: 0 19 26 35 42 57 61 74 83 90
descrescator: 90 83 74 61 57 42 35 26 19 O

Tehnica QuickSort:
crescator: 0 19 26 35 42 57 61 74 83 90
descrescator: 90 83 74 61 57 42 35 26 19 O
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TEHNICA GREEDY

7.1 Notiuni generale despre greedy

7.1.1 Prezentare generala

Algoritmii greedy formeazd 0 paradigmda algoritmicd care urmeazd euristica rezolvarii de
probleme care face la nivel local alegerea optimd pentru fiecare etapd in speranta de a gdsi un optim
global. [n multe probleme, o strategie greedy produce, in general, o solutie optimd, dar cu toate
acestea o euristica greedy poate produce la nivel local solutii optime care aproximeazd o solutie
optimd globald intr-un timp rezonabil.

Tehnica Greedy se aplica problemelor de optimizare, ea constd in faptul cd se construieste
solutia optimd pas cu pas. La fiecare pas, fiind selectat in solutie, elementul care pare ,,cel mai bun/
cel mai optim” la momentul respectiv, in speranta ca aceastda alegere locala va conduce la optimul
global. De exemplu, o strategie greedy pentru problema comis-voiajorului (care este de mare
complexitate computationala) are urmdtoarea euristica: ,,La fiecare etapd, se viziteazd un oras
nevizitat aflat cel mai apropiat de actualul oras”. Aceastd euristica nu gdseste neapdarat o solutie mai
bund, dar se termind intr-un numar rezonabil de pasi; gdsirea unei solutii optime necesitd, de obicei,
un numar nejustificat de pasi. Tehnica Greedy se aplica problemelor pentru care se da o multime A cu
n elemente si pentru care trebuie determinatd o submultime a sa, S cu m elemente, care indeplinesc
anumite conditii, numite si conditii de optim. Algoritmii greedy produc solutii bune la unele probleme
de optimizare matematica, rezolvdnd probleme
combinatorice, cu proprietati de matroide [45].

Nota:

v' Un matroid este o structurda care abstractizeaza si generalizeazd notiunea de independenta
liniara in spatiile vectoriale.

v Teoria matroizilor se preia foarte mult din terminologia algebrei liniare si a teoriei grafice,
in mare parte pentru ca este abstractia diferitelor notiuni de importanta centrala in aceste
domenii. Matroizii au gdsit aplicatii in geometrie, topologie, optimizare combinatorie, teoria
retelei si teoria codificarii.

Algoritmii Greedy apar si in rutarea retelelor. Folosind rutarea greedy, un mesaj este transmis
nodului vecin care este ,,cel mai apropiat” de destinatie. Notiunea de locatie a unui nod (si, prin
urmare, de ,,apropiere”) poate fi determinata de localizarea fizica, ca in rutarea geografica utilizata
de catre retelele ad-hoc. Locatia poate fi si o constructie complet artificiald, ca in rutarea intr-0 lume
mica si in tabelele de dispersie distribuite. Algoritmii Greedy sunt foarte eficienti, dar nu conduc in
mod necesar la o solutie optimd. Si nici nu este posibila formularea unui criteriu general conform
caruia sa putem stabili exact daca metoda Greedy rezolva sau nu o anumita problema de optimizare.
Din acest motiv, orice algoritm Greedy trebuie insotit de o demonstratie a Corectitudinii sale .
Demonstratia faptului cd o anumita problemd are proprietatea alegerii Greedy se face, de obicei, prin
inductie matematicd.

Algoritm Greedy:
se da o multime A;
se cere o submultime S din multimea A care sa:
e sd indeplineasca anumite conditii interne (sd fie acceptabila),
e sd fie optimala (sd realizeze un maxim sau un minim).

Principiul metodei Greedy:
se initializeaza multimea solutiilor S cu multimea vida, S=0;
la fiecare pas se alege un anumit element X€A (cel mai promitator element la momentul
respectiv) care poate conduce la o solutie optimad,
se verifica daca elementul ales poate fi adaugat la mulfimea solutiilor:
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e dacd da, atunci va fi adaugat si multimea solutiilor devine S=S ({x} - un element introdus
in mulfimea S nu va mai putea fi eliminat;

o altfel, el nu se mai testeaza ulterior, procedeul continud, pina cand au fost determinate
toate elementele din multimea solutiilor.

In general, algoritmii greedy au cinci componente:
1. O multime de candidati, din care se creeaza o solutie;
2. Functia de selectie, care alege cel mai bun candidat pentru a fi adaugat la solutie;
3. O functie de fezabilitate, care este folositd pentru a determina dacd un candidat poate fi
utilizat pentru a contribui la o solutie;
4. O functie obiectiv, care atribuie o valoare unei solutii sau unei solutii partiale;
5. O functie de solutie, care va indica atunci cand s-a descoperit o solutie complete.

Cele mai multe probleme la care functioneaza vor avea doud proprietati:

Substructurd optimd

,, O problema prezinta 0 substructura optimad daca o solutie optimd a problemei contine solutii
optime pentru subprobleme”.

Proprietatea alegerii greedy

Putem face orice alegere ce pare mai buna pe moment si apoi se pot rezolva subproblemele
care apar mai tarziu. Alegerea facuta de catre un algoritm greedy poate depinde de alegerile
facute pdna atunci, dar nu de viitoarele alegeri sau de toate solutiile subproblemelor. El face
iterativ o alegere greedy dupd alta, reducdnd fiecare problemd datd intr-una mai micd.

Exista cateva variante de algoritm greedy:
Algoritmi greedy puri;
Algoritmi greedy ortogonali;
Algoritmi greedy relaxati.

Important:
v' Un algoritm greedy nu isi reconsidera alegerile. Aceasta este principala diferenta fata
de programarea dinamicd, care este exhaustiva gaseste garantat solutia.
v’ Dupa fiecare etapa, programarea dinamicd ia decizii pe baza tuturor deciziilor luate in etapa
anterioard, §i poate reconsidera calea gasita in etapa algoritmica anterioara.

Observatie:
¢ Algoritmii greedy pot fi caracterizati ca avind ,,viziune scurta”, si , nerecuperabili”. Acestia
sunt ideali doar pentru probleme care au ,,substructurd optima”. In ciuda acestui fapt, pentru
multe probleme simple (de exemplu, problema restului de bani), cei mai potriviti algoritmi sunt
algoritmii greedy.
¢+ Algoritmii greedy pot fi folositi ca algoritmi de selectie pentru a prioritiza optiuni intr-0
cautare, sau intr-un algioritm branch-and-bound.

Algoritmii greedy dau gres in gasirea solutiei optime globale mai ales pentru cd nu opereazd
exhaustiv pe toate datele. Ei isi pot lua angajamente pentru anumite alegeri prea devreme, ceea ce ii
impiedica sa gaseasca cele mai bune solutii globale mai tdrziu.

De exemplu, toti algoritmii greedy de colorare pentru problema colorarii grafurilor si pentru
toate celelalte probleme NP-complete nu gasesc in mod consistent solutii optime. Cu toate acestea, ele
sunt utile, deoarece acestea fac rapid alegeri si de multe ori dau aproximari bune ale solutiei optime.

Daca se poate demonstra ca un algoritm greedy da randament global optim pentru o anumita
clasa de probleme, de obicei, acesta devine metoda aleasa, pentru ca este mai rapid decdt alte metode
de optimizare ca programarea dinamica. Exemple de astfel de algoritmi greedy sunt algoritmul lui
Kruskal si algoritmul lui Prim pentru gasirea arborilor minimi de acoperire, precum algoritmul pentru
gadsirea arborilor Huffman optimi. Teoria matroidelor si teoria mai generald a greedoidelor ofera
clase intregi de astfel de algoritmi [1].
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7.1.2 Minimizarea timpului mediu de asteptare

Sa presupunem cd un frizer are mai mulfi clienti pentru diverse servicii ( tuns simplu, tuns cu
sampon, permanent, vopsit). Serviciile nu vor dura la fel, dar stilistul stie cdt va lua fiecare. Un Scop
al problemei, este ca frizerul sa programeze clientii astfel ca sa minimizeze timpul de asteptare in
salon (atdt cdt stau cat si cand sunt serviti). Timpul total petrecut in salon se numeste timp in sistem.
Problema minimizarii timpului de asteptare are multe aplicatii: putem permite accesul la disc in
functie de utilizator. Astfel, utilizatorii vor astepta cdt mai pufin pentru a citi un fisier [25].

O alta problema apare cand un client va avea nevoie de acelasi timp pentru a completa o sarcind,
dar are un anumit deadline ceea ce inseamnd uneori ca trebuie sd inceapd mai devreme sau sd fie
servit la timp. Scopul este evident, de a minimiza timpul pentru a maximiza profitul. Vom discuta si
acest aspect.

Sa presupunem cd existd trei sarcini care trebuie indeplinite si timpii pentru a le indeplini sunt:
T,=5, T,=10 si T3 = 4. Unitdtile de timp nu sunt relevante. Daca ordonam cronologic cele trei
sarcini obtinem urmdtoarea secvenid de actiuni:

Sarcina Timp in sistem
1 5 (timp de servire) 5
2 5 (timp asteptare dupa 1) 15
10 (timp de servire)
3 5 (timp asteptare dupa 1) 19
10 (timp de asteptare dupa 2)
4 (timp de servire)

Total: 39

Modul de servire Timp in sistem
{1, 2, 3} 5+(5+10)+(5+10+4)
{1, 3,2} 5+(5+4)+(5+4+10) 33
{2,1, 3} 10+(10+5)+(10+5+4) 44
{2,3 1} 10+(10+4)+(10+4+5) 43
{3, 1, 2} 4+(4+45)+(4+5+10) 32
{3,2, 1} 4+(4+10)+(4+10+5) 37
Observatie:

«»  Se observa ca cel mai bun mod de a servi cererile este [3, 1, 2] cu un timp total de 32.

«»  Exista clar un algoritm care poate verifica toate permutarile posibile. Ordinul de timp al
acestui algoritm este insa factorial. Aceasta solutie, numita si brute force poate fi inlocuita cu
un algoritm de tip greedy mult mai simplist si mai eficient. Se observa ca solutia cea mai bund
contine timpii sortati crescator.

Vom descrie in continuare elaborarea unui subprogram de determinare a timpului optim:
1. sortam sarcinile dupa timp in ordine ascendenta
2. while (instanta nu este rezolvata) do
3. programeaza urmadtoarea sarcind
4. if (nu mai exista sarcini) instanta este rezolvata

Evident ca algoritmul poate fi adaptat dupa sensul problemei, in cazul de fata putem inlocui
pasul 3 cu adaugarea timpului sarcinii urmdtoare la timpul total. Complexitatea acestui algoritm este:
O (n*log n).
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7.1.3 Programarea deservirii folosind termeni limita

In aceastd problemd de programare, fiecare sarcind va avea nevoie de o unitate de timp pentru
a termina si are un termen limitd si un profit [46].

Adica, daca operatia incepe mai devreme de termenul limitd, se obgine un profit. Scopul este de a
programa operatia ca profitul sa fie maxim. Nu toate sarcinile trebuie sa fie executate. lata un
exemplu pentru a ilustra mai bine problema:

| Sarcina | Timp in sistem | Profit
1 2 30
2 1 35
3 2 25
4 1 40

Atunci cdnd spunem cd o sarcind 1 are un termen limitd de 2, inseamnad ca sarcina 1 poate
incepe la timpul 1 sau timpul 2. Nu exista timp 0. Deoarece sarcina 2 are timpul limita 1, aceastd
sarcind poate porni doar la timpul 1. latd posibilele profituri:

| Programare | Profit | Total
{1, 3} 30+25 55
Q. 1 35+30 65
2.3} 35+25 60
&1 25+30 55
@ 1 40+30 70
{2, 3} 40+25 65

Notda:

v Alte programari imposibile (de exemplu [1,2]), nu au mai fost listate. Pe de alta parte,
programari ca [1,3] sunt posibile, deoarece sarcina 1 a pornit inaintea termenului limitd, iar
sarcina 3, a pornit exact la termenul limita.

Se poate vedea ca programarea [1,4] este optima si are cel mai mare profit.
Se poate modifica algoritmul de mai sus pentru a obtine un algoritm mai bun decdt cel de
ordin factorial pentru a rezolva aceasta problema.

AN

7.1.4 Interclasarea optima a sirurilor ordonate

Sa presupunem ca avem doud siruri S, S; ordonate crescator si ca dorim sa obtinem prin
interclasarea lor, sirul ordonat crescator ce contine elementele din ambele siruri. Daca interclasarea
are loc prin deplasarea elementelor din cele doua siruri, atunci numarul deplasarilor este: Sy + S,.

Daca generalizam, consideram n siruri 81, Sy , ..., Sy unde fiecare sir S, 1 <i < n fiind format
din Qi elemente ordonate crescator ( vom denumi g; lungimea lui S; ). Ne propunem sa obtinem
sirul S, ordonat crescdator, unde S contine toate elementele din cele n siruri. Vom realiza
aceasta prin interclasari succesive de cdte doua siruri. Problema constd in determinarea ordinii
optime in care trebuie efectuate aceste interclasari, astfel ca numdrul total de deplasari sa fie
minim. Exemplul de mai jos ne arata ca problema nu este una banala [47].

Fie sirurile S;, S; , Sz de lungimi gy = 30, q; = 20, g3 = 0. Daca interclasim pe S; cu S,, iar
rezultatul il interclasam cu Ss, numdrul total de deplasari este (30 + 20) + (50 + 10) = 110. Daca
interclasam pe Sy CU Sy, iar rezultatul il interclasam cu Sz, numarul total de deplasari este (10 + 20)+
(30 + 30) = 90. Daca interclasam pe S; CU S, iar rezultatul in interclasam cu S,, atunci numarul total
de deplasari va fi (10 + 30) + (40 + 20) = 100. Dupd cum se poate vedea numadrul minim de deplasari
este 90.

Atasam fiecarei strategii de interclasare un arbore binar in care valoarea fiecarui varf este data
de lungimea sirului pe care il reprezinta. De exemplu, daca sirurile S1, S, , ..., Sg au lungimile q; =
30, 2= 10, g; = 20, g4 = 30, g5 = 50, gs = 10, doua dintre strategiile de interclasare sunt reprezentate
prin arborii din figura de mai jos:
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(19) (1)
OSRO © (@)
OIRO OSROIONRO
(] () OO,
OO, ()
OO
Cazul A Cazul B

Figura 1. Reprezentarea strategiilor de interclasare

Observam ca fiecare arbore are 6 vdrfuri terminale, corespunzdind celor 6 siruri initiale si 5
vdarfuri neterminale, adica cele 5 interclasari care definesc strategia. Numerotam varfurile astfel:
vdrful terminal i, 1 <i <6 va corespunde sirului S, iar vdrfurile neterminale se numeroteazd de la 7 la
11 in ordinea obtinerii lor, ca in Figura 2.

(1)
() &) (10) (2)
OSRO, OSRSIOMRO.
OSRO OWR©
(2 © ONR0
OO
Cazul A Cazul B

Figura 2. Numerotarea varfurilor arborilor din Figura 1.

Strategia greedy apare in Figura 1( Cazul B), si constd in a interclasa mereu cele mai scurte
siruri disponibile la momentul curent. Interclasdnd sirurile S, Sy, ..., Sy de lungimile gy, 0o, ..., O,
obtinem pentru fiecare strategie cdte un arbore binar cu n vdrfuri terminale, numerotate de la 1 la n,
si N-1 vdrfuri neterminale, numerotate de la n+1 la 2n-1. Definim pentru un arbore oarecare A de
acest tip, lungimea externa ponderata ca fiind:

n
L(A) = Zaiqi , unde a; este addncimea varfului i.
i1

Observatie:
% Numdarul total de deplasari de elemente pentru strategia corespunzatoare lui A este L(A).

®

% Solutia optima este arborele pentru care lungimea ponderata este minimad.

Proprietate 1:
Prin metoda greedy se obtine intotdeauna interclasarea optima a n siruri ordonate, deci strategia cu
arborele de lungime externa ponderata minima.

La scrierea algoritmului care genereaza arborele strategiei greedy de interclasare vom folosi un
min-heap. Fiecare element al min-heap-ului este o pereche (g, i) unde i este numarul unui vdrf din
arborele strategiei de interclasare, iar q este lungimea sirului pe care il reprezinta. Proprietatea de
min-heap se refera la valoarea lui q.
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Algoritmul interopt va construi arborele strategiei greedy. Un varf i a/ arborelui va fi memorat in
trei locatii diferite contindnd:

1. LU[I] = lungimea sirului reprezentat de virf;

2. STI[i], DRYi] = numdarul fiului stdng, respectiv. numdrul fiului drept.

Vom descrie in continuare elaborarea unui subprogram pentru algoritmul interopt:
1. interopt(Q[1 .. n]) {construieste arborele strategiei greedy de interclasare a sirurilor de lungimi

Qlil=q,1<i<n}

2. H <« min-heap vid

3. fori<— 1tondo

4. Q] i)=>H {insereaza in min-heap}

5. LUI[i] < QI[i]; ST[i] < 0; DR[i] < 0

6. fori<«—n+lto2n-1do

7. (s,j) <=H {extrage radacina lui H}

8. (r,k)<=H {extrage radacina lui H}

9. ST[i] « J; DR[i] < k; LU[i] « s+r; (LU[i],i)=>H {insereaza in min-heap}
Observatie:

% In cazul cel mai nefavorabil, operatiile de inserare in min-heap si de extragere din min-
heap necesita un timp in ordinul lui log n. Restul operatiilor necesita un timp constant.
« Timpul total pentru interopt este O(n log n).

7.1.5 Implementarea arborilor de interclasare

Transpunerea procedurii interopt intr-un limbaj de programare prezinta o singurd dificultate
generatd de utilizarea unui min-heap de perechi varf-lungime. In limbajul C++, implementarea
arborilor de interclasare este aproape o operatie de rutina, deoarece clasa parametrica heap permite
manipularea unor heap-uri cu elemente de orice tip in care este definit operatorul de comparare “>".

Altfel nu avem decdt sa construim o clasa formata din perechi varf-lungime (pondere) si sa o
completam cu operatorul “>" corespunzator. Vom numi aceasta clasavp, adica vdrf-pondere.
Elaborarea bibliotecii in limbajul C++ va avea urmatoarea secventa de cod:

#ifndef _ VP_H

#define _ VP H

#include <iostream.h>

class vp {

public:
vp( int v£ = 0, float pd =0 ) { v=vE; p = pd; }
operator int ( ) const { return v; }
operator float( ) const { return p; }
int v; float p;

};

inline operator > ( const vp& a, const vp& b) {
return a.p < b.p;

}

inline istream& operator >>( istream& is, vpé& element ) {
is >> element.v >> element.p; element.v--;
return is;

}

inline ostream& operator <<( ostream& os, vp& element ) {
os << "{ " << (element.v+l) << "; " << element.p << " }";
return os;

}

#fendif

Scopul clasei vp (definita in fisierul vp.h ) nu este de a introduce un nou tip de date, ci
mai curdand de a facilita manipularea structurii varf-pondere, structurd utild la reprezentarea
grafurilor. Din acest motiv, nu exista nici un fel de incapsulare, toti membrii fiind publici [46].
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Nota:

v Incapsularea este proprietatea claselor de obiecte de a grupa sub aceeasi structura datele si
metodele aplicabile asupra datelor.

v In sensul programdrii orientata pe obiecte, incapsularea defineste modalitatea in care diverse
obiecte si restul programului se pot referi la date specifice obiectelor. Dupa cum s-a precizat
clasele din C++ permit separarea datelor in date private si date publice. Programele
utilizatorilor pot accesa si utiliza datele unui obiect, declarate private, numai prin utilizarea
unor metode definite public. Separarea datelor in sectiuni de date publice si private
determind protejarea datelor fata de utilizarea lor eronata in programe.

Ne mai ramdne sa precizam structura arborelui de interclasare. Cel mai simplu este sa preluam
structura folosita i subprogramul interopt din sectiunea 7.1.4, unde arborele este format din trei
tablouri paralele, care contin lungimea sirului reprezentat de virful respectiv si indicii celor doi fii.
Pentru o scriere mai compacta, vom folosi o structurd partial diferita: un tablou de elemente de
tip nod, fiecare nod contindnd trei campuri corespunzditoare informatiilor de mai sus. Clasa nod este
similard clasei vp, atdt ca structurd, cdt si prin motivatia introducerii acesteia.

Elaborarea clasei nod in limbajul C++ va avea urmdtoarea secventd de cod:

class nod {

public:
int lu; // lungimea
int st; // fiul stang
int dr; // £iul drept

}s

inline ostreamé& operator <<( ostream& os, nod& nd ) {
0s << " <" << nd.st << "< "
<< nd.lu
<< " >" <K< nd.dr << "> ";
return os;

}

In limbajul C++, functia de construire a arborelui strategiei greedy se obyine direct, prin transcrierea
subprogramului interopt.

tablou<nod> interopt( const tablou<int>& Q ) {

int n = Q.size( );

tablou<nod> A( 2 * n - 1 ); // arborele de interclasare

heap <vp> H( 2 *n -1 );

for (int i = 0; 1 < n; i++ ) {
H.insert( vp(i, Q[i]) );
A[i] .1u = Q[i]; A[i].st = A[i].dr = -1;

}

for (i =n; 1 <2 *n -1; i++ ) {
vp s; H.delete max( s ); vp r; H.delete max( r );
A[i].st = s; A[i].dr = r; A[i].1lu = (float)s + (float)r;
H.insert( vp(i, A[i].1lu) );

}

return A;

Observatie:
¢ Constructorul vp(int, float) este invocat explicit in functia de inserare in heap-ul H. Efectul
acestei invocari consta in crearea unui obiect temporar de tip vp, obiect distrus dupa inserare.
O notatie foarte simpla ascunde 0 anumita ineficienta, datorita crearii si distrugerii obiectului
temporar.

197




R/

+« Operatorul de conversie la int este invocat implicit in expresiile A[i].st=s si A[i].dr=r, iar in
expresia A[i].lu=(float)s+(float)r, operatorul de conversie la float trebuie sa fie specificat
explicit.

+« Semantica limbajului C++ este foarte clara relativ la conversii: cele utilizator au prioritate

fata de cele standard, iar ambiguitatea in selectarea conversiilor posibile este semnalata ca

eroare. Daca in primele doua atribuiri conversia lui s sirlainteste singura posibilitate,

scrierea celei de-a treia sub forma A[i].lu=s+r este ambigud, expresia s+r poate fi evaluatad

atat ca int, cdt si ca float.

In final, nu ne mai ramdne decat sa testam functia interopt(). Vom folosi un tablou | cu lungimi de
siruri, lungimi extrase din stream-ul standard de intrare.

main( ) {
tablou<int> 1;
cout << "Siruri: "; cin >> 1;
cout << "Arborele de interclasare: ";
cout << interopt( 1 ) << '\n';
return 1;

Strategia de interclasare optima pentru cele sase | Rezultatul obtinut ca urmare a interclasarii
lungimi folosite ca exemplu in sectiunea 7.1.4: optime pentru exemplul din sectiunea 7.1.4:
6 Arborele de interclasare:
30 11
10 <-1<30>-1>
20 <-1<10>-1>
30 <-1<20>-1>
50 <-1<30>-1>
10 <-1<50>-1>
<-1<10>-1>
<1<20>5>
<2<40>6>
<3<60>0>
<7<90>4>
<8<150>9>
Observatie:

% Valoarea fiecarui nod este precedata de indicele fiului stang si urmata de cel al fiului drept,
indicele -1 reprezentdnd legatura inexistenta.

s Formatele de citire si scriere ale tablourilor sunt cele stabilite pentru clasa parametrica
tablou.

7.1.6 Coduri Huffman.

O alta aplicatie a strategiei greedy si a arborilor binari cu lungime externa ponderata minima
este obtinerea unei codificari cat mai compacte a unui text.

Un principiu general de codificare a unui sir de caractere este urmdtorul: Se masoard frecventa
de aparitie a diferitelor caractere dintr-un esantion de text si se atribuie cele mai scurte coduri celor
mai frecvente caractere, §i cele mai lungi coduri - celor mai putin frecvente caractere.

Acest principiu sta 1a baza codului Morse. Pentru situatia in care codificarea este binara, exista
0 metoda eleganta pentru a obyine codul respectiv. Aceasta metoda, a fost descoperita de Huffman
(1952), care foloseste 0 strategie greedy si se numeste codificarea Huffman. O vom descrie pe baza
unui exemplu.

Fie un text compus din urmdtoarele litere (in paranteze figureazd frecventele lor de aparitie):

S (10), 1 (29), P (4), © (9), T (5).
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Conform metodei greedy, vom construi un arbore binar fuziondnd cele douda litere cu frecventele
cele mai mici. Valoarea fiecarui vdrf este data de frecventa pe care o reprezinta:

]n

Etichetam muchia stinga cu 1 si muchia dreapta cu 0. Rearanjam tabelul de frecvente: S(10),
1(29), O(9), {P,T} (4+5=9). Multimea {P, T} semnifica evenimentul reuniune a celor doud evenimente
independente corespunzdtoare aparitiei literelor P si T. Continudam procesul, obtindnd arborele:

In final, ajungem la arborele din Figura 3, in care fiecare varf terminal corespunde unei litere
din text.

Figura 3. Arborele de codificare Huffman

Pentru a obtine codificarea binara a literei P, trebuie sa scriem secventa de 0-uri si 1-uri in
ordinea aparitiei lor pe drumul de la radacina catre vdful corespunzator lui P: 1011. Procedam
similar si pentru restul literelor: S(11), 1(0), P(1011), O(100), T(1010).

Pentru un text format din n litere care apar cu frecventele fy, f,, ..., f,, un arbore de codificare este
un arbore binar cu vdrfurile terminale avind valorile f1, T, ..., T, prin care se obtine o codificare
binara a textului.

Un arbore de codificare nu trebuie in mod necesar sa fie construit dupa metoda greedy a lui
Huffman, alegerea vdrfurilor care sunt fuzionate la fiecare pas se pot obtine dupa diverse criterii [47].

Nota:

n
v Lungimea externa ponderatd a unui arbore de codificare este : Zai f., unde a; este
i=1
addncimea varfului terminal corespunzator literei i.

Observatie:
s Lungimea externd ponderatd este egald cu numarul total de caractere din codificarea textului
considerat.
R/

+ Codificarea cea mai compactd a unui text corespunde, deci. arborelui de codificare de
lungime externd ponderatd minimad.

199




s Se poate demonstra ca arborele de codificare Huffiman minimizeazd lungimea externd
ponderatd pentru toti arborii de codificare cu varfurile terminale avind valorile fy, T, ..., f..

»  Prin strategia greedy se obtine intotdeauna codificarea binard cea mai compactd a unui text.

<+ Arborii de codificare pe care i-am considerat in acesta sectiune corespund unei codificari de
tip special: codificarea unei litere nu este prefixul codificarii nici unei alte litere. O astfel de
codificare este de tip prefix. Codul Morse nu face parte din aceasta categorie.

% Codificarea cea mai compactd a unui sir de caractere poate fi intotdeauna obtinutd printr-un
cod de tip prefix.

Exemplu:

Coduri de prefix, inseamna cad aceste coduri (secvente de biti) sunt atribuite in asa fel incdt codul
atribuit unui caracter nu este prefixul codului atribuit niciunui alt caracter. Asa se face ca aceasta
codificare Huffinan se asigurd cd nu existd ambiguitate atunci cdind se decodeazd fluxul generat.

Sa intelegem codurile prefixului cu un exemplu contrar. Fie patru caractere a, b, ¢ si d, iar
codurile lor de lungime variabild corespunzatoare sa fie 00, 01, 0 si 1. Aceasta codificare duce la
ambiguitate, deoarece codul atribuit lui c este prefixul codurilor atribuite lui a si b. Daca fluxul de biti
comprimat este 0001, iesirea decomprimata poate fi ,,cccd” sau ,,ccb” sau ,,acd” sau ,,ab”.

Existd, in principal, doud parti majore in Huffman Coding:
1. Construiti un arbore Huffman din caractere de intrare.
2. Traversati arborele Huffman si atribuiti coduri caracterelor.

Pasi pentru construirea arborelui Huffman

Datele de intrare reprezintd 0 serie de caractere unice, impreund cu frecventa lor de aparitii, iar
iesirea este Huffman Tree.

1. Creati un nod de frunze pentru fiecare personaj unic §i construiti un heap min de toate
nodurile de frunze (Min Heap este utilizat ca coada prioritarda. Valoarea cdmpului de
frecventa este utilizatda pentru a compara doud noduri in min heap. Initial, caracterul cel mai
putin frecvent este la raddcind).

2. Extrageti doud noduri cu frecventa minima din mormanul minim.

Creati un nou nod intern cu o frecventa egalda cu suma celor doud noduri. Faceti primul nod

extras ca copilul sau stang si celdlalt nod extras ca copilul sau drept. Adaugati acest nod la

mormanul minim.

4. Repetati pasii nr. 2 si nr. 3 pand cdnd gramada nu contine un singur nod. Nodul ramas este
nodul raddacind si arborele este complet [48].

Date de intrare Date de iesire

w

a 5 f 0

b 9 c 100
c 12 d 101
d 13 a 1100
e 16 b 1101
£ 45 e 111

Complexitatea in timp: O (nlogn) unde n este numarul de caractere unice. Daca exista n noduri,
extractMin () se numeste de 2* (n - 1). extractMin () dureaza O (logn) timp in care apeleazd
minHeapify (). Deci, complexitatea generald este O (nlogn).

Observatie:

% Daca tabloul de intrare este sortat, exista un algoritm liniar de timp.
Implementarea codului in limbajul C++ pentru algoritmul lui Huffman va fi reprezentat in
compartimentul: Implementarea tehnicii greedy la rezolvarea problemelor complexe.

0.0
®
0’0
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1.1.7 Arbori partiali de cost minim

Fie G = <V, M> un graf neorientat conex, unde V este multimea varfurilor si M este mulfimea
muchiilor. Fiecare muchie are un cost nenegativ (sau o lungime nenegativa). Problema este sa gasim
o submultime A M, astfel incdt toate varfurile din V sd ramdna conectate atunci cand sunt folosite
doar muchii din A, iar suma lungimilor muchiilor din A sa fie cdt mai mica. Cautam deci o
submultime A de cost total minim. Aceasta problemd se mai numeste si problema conectarii oraselor
cu cost minim, avdand numeroase aplicarii.

Graful partial <V, A> este un arbore si este numit arborele partial de cost minim al grafului G
(minimal spanning tree). Un graf poate avea mai multi arbori partiali de cost minim si acest lucru se
poate verifica pe un exemplu.

Vom prezenta doi algoritmi greedy care determind arborele partial de cost minim al unui graf. In
terminologia metodei greedy, vom spune ca o multime de muchii este 0 solutie, daca constituie un
arbore partial al grafului G si este fezabila, daca nu contine cicluri. O multime fezabila de muchii este
promitatoare, daca poate fi completata pentru a forma solutia optima. O muchie atinge o multfime data
de vdrfuri, daca exact un capat al muchiei este in multime. Urmdatoarea proprietate va fi folosita
pentru a demonstra corectitudinea celor doi algoritmi.

Proprietate 2:

Fie G = <V, M> un graf neorientat conex in care fiecare muchie are un cost nenegativ. Fie W < V
0 submultime stricta a varfurilor lui G si fie A € M o multime promitdtoare de muchii, astfel incdt
nici o muchie din A nu atinge W. Fie m muchia de cost minim care atinge W. Atunci, A U {m}
este promitatoare [49].

Nota:
v Multimea initiala a candidatilor este M. Cei doi algoritmi greedy aleg muchiile una cdte una
itr-o anumita ordine, aceasta ordine fiind specifica fiecarui algoritm.

Prezentare generald a algoritmului lui Kruskal

Arborele partial de cost minim poate fi construit muchie cu muchie, dupa urmdtoarea metoda a
lui Kruskal (1956): se alege intdi muchia de cost minim, iar apoi se adaugd repetat muchia de cost
minim nealeasa anterior si care nu formeaza cu precedentele un ciclu. Alegem astfel V-1 muchii. Este
usor de dedus ca obtinem in final un arbore. Este acesta chiar arborele partial de cost minim cautat?

Inainte de a raspunde la intrebare, fie avem graful din Figura 4 (Cazul A):

Cazul A Cazul B

Figura 4. Un graf si arborele sau partial de cost minim

Ordonam crescator (in functie de cost) muchiile grafului:

{1, 2}, {2, 3}, {4, 5}, {6, 7}, {1, 4}, {2, 5}, {4, 7}, {3, 5}, {2, 4}, {8, 6}, {5, 7}, {5, 6}, apoi aplicam
algoritmul.
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Structura componentelor conexe este ilustrata, pentru fiecare pas, in tabelul de mai jos:

Pasul ' Muchia considerati Componentele conexe ale subgrafului <V, A>

initializare - {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}

1 {1, 2} {1, 2}, {3} {4}, {5}, {6}. {7}

2 {2, 3} {1, 2, 3}, {4}, {5}, {6} {7}

3 {4, 5} {1, 2, 3}, {4, 5}, {6}, {7}

4 {6, 7} {1, 2, 3}, {4,5}, {6, 7}

5 {1, 4} {1,2,3,4,5} {6, 7}

6 {2, 5} respinsd (formeaza ciclu)

7 {4, 7} {1,2,34,5,6, 7}

Multimea A este initial vida si se completeaza pe parcurs cu muchii acceptate (care nu formeaza
un ciclu cu muchiile deja existente in A). In final, multimea A va contine muchiile {1, 2}, {2, 3}, {4, 5},
{6, 7}, {1, 4}, {4, 7). La fiecare pas, graful partial <N, A> formeaza o pddure de componente conexe,
obtinuta din padurea precedenta unind doud componente. Fiecare componentd conexa este, la randul
ei un arbore partial de cost minim pentru varfurile pe care le conecteazad. Initial, fiecare varf formeaza
o componentd conexd. La sfdrsit, vom avea o singurd componentd conexd, care este arborele partial
de cost minim cautat (Figura 4 (Cazul B)).

Ceea ce am observat in acest caz particular este valabil si pentru cazul general, din Proprietatea
2 rezultd urmatoarea proprietate:

Proprietate 3:

In algoritmul lui Kruskal, la fiecare pas, graful partial <N, A> formeazd o pddure de componente
conexe, in care fiecare componentd conexd este la randul ei un arbore partial de cost minim pentru
varfurile pe care le conecteazi [50]. In final, se obtine arborele partial de cost minim al grafului G.

Prezentare generali a algoritmului lui Prim

Cel de-al doilea algoritm greedy pentru determinarea arborelui partial de cost minim al unui graf
se datoreazd lui Prim (1957). In acest algoritm, la fiecare pas, multimea A de muchii alese impreund
cu multimea U a varfurilor pe care le conecteaza formeaza un arbore partial de cost minim pentru
subgraful <U, A> al lui G.

Initial, multimea U a vdrfurilor acestui arbore contine un singur vdrf oarecare din V, care va fi
se adauga la arborele precedent, oferind nastere unui nou arbore partial de cost minim (deci, exact
una dintre extremitdtile acestei muchii este un varf in arborele precedent). Arborele partial de cost
minim creste “‘natural”, cu cdte o ramurd, pana cdand va atinge toate varfurile din V, adicd pana cand
U = V. Functionarea algoritmului, pentru exemplul din Figura 4 (Cazul A), este ilustratd in tabelul de
mal JOS:

Pasul Muchia considerata Componentele conexe ale subgrafului <V, A>

initializare — {1}
1 {2, 1} {1,2}
2 {3, 2} {1,2,3}
3 {4,1} {1, 2,3, 4}
4 {5, 4} {1,2,3,4,5}
5 {7, 4} {1,2,3,4,5,6}
6 {6, 7} {1,2,3,4,5,6 7}

La sfarsit, A va contine aceleasi muchii ca si in cazul algoritmului lui Kruskal. Faptul ca
algoritmul functioneaza intotdeauna corect este exprimat de urmdtoarea proprietate, pe care o puteti
demonstra folosind Proprietatea 2.

Proprietate 4:
In algoritmul lui Prim, la fiecare pas, <U, A> formeaza un arbore partial de cost minim pentru
subgraful <U, A> al lui G. In final, se obtine arborele partial de cost minim al grafului G.
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Algoritmul lui Kruskal

Pasul 1:

o creeazd o padure F (o multime de arbori),
unde fiecare vdrf din graf este un arbore
separat;

Pasul 2:

o creeaza o multime S care contine toate
muchiile din graf;

Pasul 3:

o atadt timp cdt S este nevida:

e elimind o muchie de cost minim din S

e daca acea muchie conecteazd doi arbori
distincti, atunci adauga muchia in
pddure, combindnd cei doi arbori intr-
unul singur

e altfel, ignorda muchia

Pasul 4:

o La sfarsitul algoritmului, padurea are doar o
componentd care reprezintda un arbore partial
de cost minim al grafului.

Algoritmul lui Prim

Pasul 1:

o sealege un varf de start (x);

Pasul 2:

o se marcheaza vdrful intr-un vector viz, in
care vedem nodurile prin care am trecut
(viz[x]=1);

Pasul 3:

o se initializeaza vectorul s astfel : s{x]=0,
sfi]=x (pentru i!=x ); — la final, vectorul s
va reprezenta si vectorul de tati;

Pasul 4:

o se alege muchia de cost minim cu un capadt
selectat;

Pasul 5:

o se marcheazd capdatul neselectat;

Pasul 6:

o se actualizeazd vectorii viz §i s;

Pasul 7:

o se reia pasul 2 de n-2 ori (n fiind numdrul de
noduri din graf).

Nota:

v Timpul pentru algoritmul lui Kruskal este in O(m log n), unde m = M.
v Pentru un graf dens (adica, cu foarte multe muchii), se deduce ca m se apropie de n(n—1)/2. In
acest caz, algoritmul Kruskal necesitd un timp in O(n?log n) si algoritmul Prim este probabil

mai bun.

v Pentru un graf rar (adicd, cu un numar foarte mic de muchii), m se apropie de n si algoritmul
Kruskal necesita un timp in O(n log n), fiind probabil mai eficient decdt algoritmul Prim.

Analiza comparativa a algoritmilor Kruskal si Prim

1. Se poate observa ca in cazul algoritmului lui Prim exista doua bucle repetitive imbricate,
fiecare executdnd n-1 iteratii. Executia acestor instructiuni, in cazul in care avem n noduri va
produce un ordin de timp: O(n)= 2(n-1)(n-1)= O(n?).

2. Algoritmului lui Kruskal este de ordin O(n log n).

3. Daca m este numarul de muchii dintr-un graf conex, atunci urmdtoarea relatie este valabila:

n—lsmsm.

4. Pentru un graf a carui numar de muchii se apropie de n-1, algoritmul lui Kruskal este in
O(n log n), ceea ce inseamna ca este mai rapid. Totusi daca numdrul de muchii tinde catre
limita superioard, atunci algoritmul lui Prim este mai bun [51].

7.1.8 Cele mai scurte drumuri care pleaca din acelasi punct

Fie G = <V, M> un graf orientat, unde V este multimea virfurilor si M este multimea muchiilor.
Fiecare muchie are o lungime nenegativa. Unul din varfuri este desemnat ca varf sursd. Problema
este sa determinam lungimea celui mai scurt drum de la sursa catre fiecare varf din graf.

Vom folosi un algoritm greedy, propus de Dijkstra (1959). Algoritmul lui Dijkstra este un
algoritm foarte popular in Teoria Grafurilor. Algoritmu/ lui Dijkstra functioneaza atdt pe grafuri

conexe, cdt si pe grafuri neconexe [52].

Notam cu C multimea vdrfurilor disponibile (candidatii) si cu S multimea varfurilor deja
selectate. In fiecare moment, S contine acele vérfuri a caror distantd minimd de la sursd este deja
cunoscuta, in timp ce multimea C contine toate celelalte varfuri. La inceput, S contine doar varful
sursd, iar in final S contine toate varfurile grafului. La fiecare pas, addaugam in S acel vdrf din C a

carui distanta de la sursa este cea mai mica.
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Spunem ca un drum de la sursa catre un alt varf este special, daca toate varfurile intermediare
de-a lungul drumului apartin lui S. Algoritmul lui Dijkstra lucreazd in felul urmator: La fiecare pas al
algoritmului, un tablou D contine lungimea celui mai scurt drum special cdatre fiecare virf al grafului.
Dupad ce adaugam un nou varf' v la S, cel mai scurt drum special cdtre v va fi, de asemenea, cel mai
scurt dintre toate drumurile catre V. Cand algoritmul se terminda, toate varfurile din graf sunt in S,
deci toate drumurile de la sursa catre celelalte varfuri sunt speciale si valorile din D reprezinta
solutia problemei.

Presupunem, pentru simplificare, ca varfurile sunt numerotate, V ={1, 2, ..., n}, vdrful 1 fiind
sursa, iar matricea L ofera lungimea fiecarei muchii, cu L[i, j] = +oo, daca muchia (i, j) nu exista.
Solutia se va construi in tabloul D[2 .. n]. Fie avem graful din Figura 5:

Figura 5. Un graf orientat

Functionarea algoritmului, pentru exemplul din Figura 5, este ilustrata in tabelul de mai jos:

| Pasul v C D
initializare — {2, 3, 4,5} [50, 30, 100, 10]
1 5 {2, 3,4} [50, 30, 20, 10]
2 4 {2, 3} [40, 30, 20, 10]
3 3 {2} [35, 30, 20, 10]

Proprietate 5:
In algoritmul lui Dijkstra:
e daca un vdrfieste in S, atunci D[i] ofera lungimea celui mai scurt drum de la sursa catre i,
e daca un varf i nu este in S, atunci D[i] ofera lungimea celui mai scurt drum special de la
sursd catre .

Algoritmul lui Dijktra

1. Se creeaza o listd cu distante, o listd cu nodul anterior, o listd cu nodurile vizitate si un nod
curent.

Toate valorile din lista cu distante sunt initializate cu o valoare infinitd, cu exceptia nodului
de start, care este setat cu 0.

Toate valorile din lista cu nodurile vizitate sunt setate cu fals.

Toate valorile din lista cu nodurile anterioare sunt initializate cu -1.

Nodul de start este setat ca nodul curent.

Se marcheaza ca vizitat nodul curent.

Se actualizeaza distantele, pe baza nodurilor care pot fi vizitate imediat din nodul curent.

Se actualizeaza nodul curent la nodul nevizitat care poate fi vizitat prin calea cea mai scurta
de la nodul de start.

9. Serepeta (de la punctul 6) pana cand toate nodurile sunt vizitate.

n

O N U~

Observatie:
s Lungimea celui mai scurt drum special catre fiecare varf al grafului (adica D), nu se
schimba daca mai efectuam o iteratie pentru a-I scoate si pe {2} din multimea varfurilor
disponibile (adica C). De aceea, bucla greedy se repeta de doar n-2 ori.
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% La terminarea algoritmului, toate vdrfurile grafului, cu exceptia unuia, sunt in S. Din
proprietatea precedentd, rezulta ca algoritmul lui Dijkstra functioneazd corect.

Optimizarea algoritmului lui Dijktra

Sa incercam sa imbundtdtim acest algoritm. VYom reprezenta graful nu sub forma unei matrice de
adiacenta L, ci sub forma a n liste de adiacenta, continudand pentru fiecare varf, lungimea muchiilor
care pleaca din el. Bucla for devine mai rapida, deoarece putem considera doar nodurile adiacente lui
v. Trebuie totusi sa scadem si ordinul de timp pentru alegerea lui v din bucla for. Vom tine varfurile v
€C intr-un min-heap in care fiecare element este de forma (v, D[V]), proprietatea de min- heap
referindu-se la valoarea lui D[v]. Acesta este Dijkstra modificat [53].

Vom analiza in cele ce urmeaza ordinul de timp al acestui algoritm. Initializarea min-heap-ului
necesita un timp O(n). Instructiunea C «— C\{Vv} devine acum extragerea radacinii min-heap-ului si
necesita un timp in O(log n) pentru ca presupune si refacerea min-heap-ului. Pentru cele n-2 extrageri
avem nevoie de un timp O(n log n).

Pentru a testa daca D[w] > D[v] + L[v, w], bucla for consta in inspectarea fiecarui virf W
adiacent lui v, ceea ce inseamnd un maxim de m operatii. Dacd testul este adevdrat, va trebui sd
modificam, D[W] si sa operam un percolate cu W in min-heap, ceea ce presupune din nou un timp in
O(log n). Timpul total este deci O(m log n).

In concluzie, algoritmul lui Dijkstra modificat necesitd un timp in O(max (n, m) - log n). Daca
graful este conex, atunci m > n si timpul este in O(m log n). Pentru un graf rar este preferabil sa
folosim algoritmul Dijkstra-modificat, iar pentru un graf dens algoritmul Dijkstra este mai eficient.
Este usor de observat cd, intr-un graf G neorientat conex, muchiile celor mai scurte drumuri de la un
varf i la celelalte varfuri formeaza un arbore partial al celor mai scurte drumuri pentru G. Desigur,
acest arbore depinde de alegerea radacinii i si el diferd, in general, de arborele partial de cost minim
al lui G. Problema gasirii celor mai scurte drumuri care pleaca din acelasi punct se poate pune si in
cazul unui graf neorientat.

7.1.9 Euristica greedy

Pentru anumite probleme, se poate accepta utilizarea unor algoritmi despre care nu se stie daca
furnizeaza solutia optima, dar care furnizeaza rezultate “acceptabile”, sunt mai usor de implementat
si mai eficienti decdt algoritmii care dau solutia optima. Un astfel de algoritm se numeste euristic.

Una din ideile frecvent utilizate in elaborarea algoritmilor euristici constd in descompunerea
procesului de cautare a solutiei optime in mai multe subprocese succesive, fiecare din aceste
subprocese constand dintr-o optimizare. O astfel de strategie nu poate conduce intotdeauna la o
solutie optimd, deoarece alegerea unei solutii optime la 0 anumita etapa poate impiedica atingerea in
final a unei solutii optime a intregii probleme; cu alte cuvinte, optimizarea localad nu implica, in
general, optimizarea globala. Regasim principiul care sta la baza metodei greedy. Un algoritm
greedy, despre care nu se poate demonstra ca furnizeaza solutia optima, este un algoritm euristic [50].

Problema comis-voiajorului

Se cunosc distantele dintre mai multe orase. Un comis-voiajor pleaca dintr-un oras §i doreste sa
se intoarca in acelasi oras, dupd ce a vizitat fiecare din celelalte orase exact o data. Problema este de
a minimiza lungimea drumului parcurs. Pentru aceasta problema, toti algoritmii care gdsesc solutia
optima sunt exponentiali.

Problema poate fi reprezentata printr-un graf neorientat, in care oricare doua varfuri diferite ale
grafului sunt unite intre ele printr-o muchie, de lungime pozitiva. Cautam un ciclu de lungime minima,
care sd se inchida in varful initial si care sd treacd prin toate vdrfurile grafului [40].

Conform strategiei greedy, vom construi ciclul pas cu pas, adaugdnd la fiecare iteratie cea mai
scurta muchie disponibila cu urmatoarele proprietati:

1. nu formeaza un ciclu cu muchiile deja selectate (exceptdnd pentru ultima muchie aleasd, care
completeaza ciclul);

2. nu exista inca doua muchii deja selectate, astfel incdt cele trei muchii sa fie incidente in acelasi
varf-
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De exemplu, pentru sase orase a Caror matrice a distangelor este data in tabelul de mai jos (matricea
distantelor pentru problema comis-voiajorului), muchiile se aleg in ordinea: {1, 2}, {3, 5}, {4, 5},
{2, 3}, {4, 6}, {1, 6}, se obrine ciclul (1, 2, 3, 5, 4, 6, 1) de lungime 58.

1 2 3 \ 4 5 6

1 3 10 11 7 25

2 6 12 8 26

3 9 4 20

4 5 15

5 18
Nota:

v Algoritmul greedy nu a gasit ciclul optim, deoarece ciclul (1, 2, 3, 6, 4, 5, 1) are lungimea 56.
Colorarea unui graf

Fie G = <V, M> un graf neorientat, ale carui varfuri trebuie colorate, astfel incdt oricare doud
varfuri adiacente sa fie colorate diferit. Problema este de a obtine o colorare cu un numar minim de
culori. Folosim urmatorul algoritm greedy: alegem o culoare si un vdrf arbitrar de pornire, apoi
consideram Vdrfurile ramase, incercand sa le coloram, fara a schimba culoarea. Cand niciun varf nu
mai poate fi colorat, schimbam culoarea siVarful de start, repetand procedeul.

Fie avem graful din Figura 6:

Figura 6. Un graf care va fi colorat

Pornim cu varful 1 si il coloram in rosu, mai putem colora tot in rosu varfurile 3 si 4. Apoi,
schimbam culoarea si pornim cu varful 2, colordndu-l in albastru. Mai putem colora cu albastru i
vdrful 5. Deci, ne-au fost suficiente doud culori. Daca coloram vdrfurile in ordinea 1, 5, 2, 3, 4, atunci
se obtine o colorare cu trei culori [51].

Prin metoda greedy, nu obtinem decat o solutie euristica, care nu este in mod necesar solutia
optima a problemei. De ce suntem atunci interesati intr-o astfel de rezolvare? Toti algoritmii
cunoscuti, care rezolva optim aceasta problemd, sunt exponentiali, deci, practic, nu pot fi folositi
pentru cazuri mari. Algoritmul greedy euristic propus furnizeaza doar o solutie “acceptabild”, dar
este simplu i eficient.

Un caz particular al problemei colorarii unui graf corespunde celebrei probleme a colorarii
hartilor: O harta oarecare trebuie coloratd cu un numar minim de culori, astfel incdt doud tari cu
frontiera comuna sa fie colorate diferit. Daca fiecarui varf ii corespunde o tara, iar doud varfuri
adiacente reprezintd tari cu frontiera comund, atunci hartii ii corespunde un graf planar, adica un
graf care poate fi desenat in plan fara ca doua muchii sa se intersecteze. Celebritatea problemei
consta in faptul ca in toate exemplele intdlnite, colorarea s-a putut face cu cel mult 4 culori. Aceasta
in timp ce, teoretic, se putea demonstra ca pentru o harta oarecare este nevoie de cel mult 5 culori.

Problema colordrii unui graf poate fi interpretata si in contextul planificarii unor activitati. De
exemplu, sa presupunem ca dorim sa executam simultan o multime de activitati, in cadrul unor sali de
clasa. In acest caz, varfurile grafului reprezinti activitdfi, iar muchiile unesc activitatile
incompatibile. Numarul minim de culori necesare pentru a colora graful corespunde numarului minim
de sali necesare.
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7.2 Analiza algoritmului pentru tehnica greedy

1. Problema spectacolelor

Enunt
Se dau mai multe spectacole, prin timpii de start si timpii de final.

Cerinta
Se cere o planificare, astfel incdt o persoand sa poata vedea cdt mai multe spectacole.

Solutie
Rezolvarea consta in sortarea spectacolelor crescator dupa timpii de final, apoi la fiecare pas
se alege primul spectacol care are timpul de start mai mare decdt ultimul timp de final.
Timpul initial de final este initializat la —inf (spectacolul care se termina cel mai devreme va
fi mereu selectat, avand timp de start mai mare decat timpul initial) .

Complexitate temporala Complexitate spatiala
T(n)=0(n+og(n)) Depinde de algoritmul de sortare folosit.

Explicatie:
e sortarea are O(n+log(n));
® facem incd o parcurgere in O(n).

2. Problema florarului

Enunt
Se da un grup de k oameni care vor sa cumpere impreund n flori. Fiecare floare are un pret
de bazad, insa pretul cu care este cumparata variaza in functie de numdrul de flori cumparate
anterior de persoana respectiva. De exemplu dacd Jorel a cumparat 3 flori (diferite) si vrea
sa cumpere o floare cu prerul 2, el va plati (3+1)#2=8. Practic, el va plati un pret
proportional cu numarul florii cumparate pdna atunci tot de el.

Cerinta
Pentru un numdr k de oameni si n flori, se cere sa se deterimne care este costul minim cu care
grupul poate sa achizitioneze toate cele n flori o singura data.

Solutie
Se observa ca pretul efectiv de cumparare va fi mai mare cu cdt cumparam acea floare mai
tdrziu. Daca consideram cazul in care avem o singurd persoand in grup, observam ca are
sens sa cumparam obiectele in ordine descrescatoare (deoarece vrem sa minimizam costul
fiecarui tip de flori si acesta creste cu cdat cumparam floarea mai tarziu) . De aici, gandindu-ne
la versiunea cu k persoane, observam ca ar fi mai ieftin daca am repartiza urmdtoarea cea mai
scumpa floare la alt individ. Deci, impartim florile sortate descrescator dupd pret in grupuri
de cate k, fiecare individ ludand o floare din acest grup si ne asiguram ca pretul va creste doar
in functie de numarul de grupuri anterioare [25].

Complexitate temporala Complexitate spatiala

T(n)=0(n+og(n)) Depinde de algoritmul de sortare folosit. Fara
Explicatie: partea de sortare, spatiul este constant (nu se ia
e sortarea are O(n+og(n)); in considerare vectorul de elemente).

® facem inca o parcurgere in O(n).

Observatie:
% Un tip de floare se cumpara o singurd datd.
% O persoand poate cumpdra mai multe tipuri de flori.
% In final, in grup va exista un singur exemplar din fiecare tip de floare.
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7.3 Implementarea tehnicii greedy la rezolvarea problemelor
elementare

Problema 1: Suma maxima

| Conditia problemei Exemplu
Se considera o multime de n numere reale. Se | Pentru n = 10 si elementele multimii:
cere o submultime a sa cu un numar maxim | 2 4 6 8 -1 -3 -5 -7 -9 0

de elemente, astfel incdt suma elementelor | Programul va dfisa:
sale sd fie maxima. 2 4 6 8 — elementele multimii

20 — suma maxima
Explicatie:
Suma = 2 + 4 + 6 + 8
Suma = 20
Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
float A[100],B[100];
int n,m,i,suma=0;
void Greedy () {
for(i=1l;i<=n;i++)
if (A[1i]>0) {
m++;
B[m]=A[i];
suma+=B[m] ;
}
}
int main() {
cout<<"Introduceti dimensiunea multimii, n: \t";
cin>>n;
cout<<"Introduceti elementele multimii: \n";
for (i=1;i<=n;i++) {
cout<<"A["<ik"]=";
cin>>A[i];
}
Greedy () ;
cout<<"\nElementele multimii cautate sunt: \t";
for (i=1;i<=m;i++)
cout<<B[i]<<" ";
cout<<"\nSuma maxima a elementelor este: \t";
cout<<suma<<endl;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea multimii, n: 5
Introduceti elementele multimii:

A[l]l= -1

A[2]= 2

A[3]= -3

A[4]= 4

A[5]= -5

Elementele multimii cautate sunt: 2 4
Suma maxima a elementelor este: 6
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Problema 2: Expresie maxima

| Conditia problemei Exemplu

Se dau o multime A cu m numere intregi | Pentru n = 5 si elementele multimii:
nenule si o multime B cu n>=m numere 24680

intregi nenule. Se cere sd se selecteze un sir | Pentru n =5 si elementele multimii:

cu m elemente din B,x1,x2,....xm, astfel inCdt 13579

expresia  urmdtoare sa fie  maxima: Programul va afisa . .
E=a,*x+8, X+ +a, %%, Unde, ay, ap..... a 140 - valoarea maximd a expresiei

sunt elemente ale multimii A intr-o anumita | Explicatie:

. g oo E = 8%9 + 6%7 + 4%5 + 2%3
ordine pe care trebuie sa o determinari. B~ 79 4+ 42 4 90 + 6

E = 140

| Implementare C++

#include<iostream>
using namespace std;
int A[30],B[30],m,n,i, E;
void Sort(int k,int X[20]) {
int inversari,man;
do{
inversari=0;
for (i=1;i<=k-1;i++)
if(X[1]1>X[i+1]){
man=X[i];
X[i]=X[i+1l]; X[i+1l]=man;
inversari=1;
}
}
while (inversari) ;
}
int main() {
cout<<"Introduceti dimensiunea multimii A, m: \t";
cin>>m;
cout<<"Introduceti elementele multimii A: \t\t";
for (i=1;i<=m;i++)
cin>>A[i];
cout<<"Introduceti dimensiunea multimii B, n: \t";
cin>>n;
cout<<"Introduceti elementele multimii B: \t\t";
for (i=1;i<=n;i++)
cin>>B[1i];
Sort (m,A) ;
Sort(n,B) ;
for (i=1;i<=m;i++) {
E+=A[i]*B[n-m+i];
cout<<"\tPasul: "<<i<<" valoarea: "<<E<<endl;
}
cout<<"Valoarea maxima a expresiei va fi: \t"<<E;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti dimensiunea multimii A, m: 5
Introduceti elementele multimii A: 12345
Introduceti dimensiunea multimii B, n: 5
Introduceti elementele multimii B: 67890

Pasul: 1 valoarea: 0
Pasul: 2 valoarea: 12
Pasul: 3 valoarea: 33
Pasul: 4 valoarea: 65
Pasul: 5 valoarea: 110
Valoarea maxima a expresiei va fi: 110
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Problema 3: Fractie egipteana

| Conditia problemei Exemplu
Fiecare fractie pozitiva poate fi reprezentata | Pentru nr = 6 si dr=14 programul va afisa:
ca suma de fractii unitare unice. O fractie se 1/2 +1/6

numeste fractie unitara daca numaratorul
este 1 si numitorul este un numdr intreg | Explicatie:

.. . L 1. 14/6 = 2.33, deci obtinem 1/3
pozitiv, de exemplu 1/3 este o fractie unitara. 5. 6/14-1/3 = 4/42

0] 'astfel vde reprezentare se numeste frac,tzg_ 3. 42/4 - 10.5, deci obtinem 1/11
egipteand, asa cum a fost folosita de egiptenil 4. 4/42-1/11 = 1/231
antici. Pentru un numar dat al formularului Solutia:

nr / dr” unde dr> nr, mai intdi gasiti cea 6/14 = 1/3 + 1/11 + 1/231

mai mare fractiune unitara posibila, apoi
recurgem pentru partea ramasd.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
void afisare(int nr, int dr) {
if (dr == || nr == 0) return;
if (dr%nr == 0){
cout << "1/" << dr/nr; return;
}
if (nr%dr == 0){
cout << nr/dr; return;
}
if (nr > dr){
cout << nr/dr << " + ";
afisare (nr%dr, dr); return;
}
int n = dr/nr + 1;
cout << "1/" << n <K< " + ";
afisare (nr*n-dr, dr*n);
}
int main () {
int nr, dr;
cout<<"Introduceti numaratorul fractiei: \t";
cin>>nr;
cout<<"Introduceti numitorul fractiei: \t";
cin>>dr;
cout << "Reprezentarea fractiei egiptene "<<nr<<"/"<<dr<<" este: \t";
afisare(nr, dr);
cout<<endl;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introduceti numaratorul fractiei: 2
Introduceti numitorul fractiei: 3
Reprezentarea fractiei egiptene 2/3 este: 1/2 + 1/6
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Problema 4: Locuri de munca

Conditia problemei

Avand in vedere o serie de locuri de munca in
care fiecare loc de munca are un termen
limita si profit asociat daca lucrarea este
terminata inainte de termen. De asemenea, se
considera ca fiecare loc de munca are 0
singura unitate de timp, deci termenul minim
posibil pentru orice job este 1 (o ora). Cum
sa maximizezi profitul total, daca poate fi
programat un singur job la un moment dat.

Exemplu
Pentru 4 locuri de muncad cu urmatoarele
termene §i profituri:
a 4 20
b1 10
c 1 40
d 1 30

Programul va afisa:
c 1 40
a 4 20

#include<iostream>
#include<algorithm>
using namespace std;
struct Job({
char id;
int dead;
int profit;
};
bool compar (Job a, Job b) {
return (a.profit > b.profit);
}
void afisare(Job arr[], int n){
sort (arr, arr+n, compar);
int result[n];
bool slot[n]:;
for (int i=0; i<n; i++)
slot[i] = false;
for (int i=0; i<n; i++){

if (slot[j]==false){
result[j] = i; slot[j] =
}
}
}
for (int i=0; i<n; i++)
if (slot[i]) {
cout<<arr[result[i]].id<<"
"<<arr[result[i]].profit<<endl;
cout<<"\t";
}
}

int main () {

Job arr[] = { {'a', 2, 100}, {'b', 1,
{'da', 1, 25}, {'e', 3,
int n = sizeof (arr)/sizeof (arr[0]);

cout << "Urmeaza succesiunea maxima a
afisare(arr, n); return O;

}

for (int j=min(n, arr[i].dead)-1; 3j>=0;

| Implementare C++

I

true; break;

"<<arr[result[i]] .dead<<"

19},
15},

{'c', 2, 27},
{'£', 2, 30} };
\n";

locurilor de munca: cout<<"\t";

Rezultatele executiei:

£ 2 30
a 2 100
e 3 15

Urmeaza succesiunea maxima a locurilor de munca:
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Problema 5: Conducte de apa

Conditia problemei |

Fiecare casa din colonie are cel putin o conducta care intra in ea
si cel putin o teava care iese din ea. Rezervoarele si robinetele
trebuie sa fie instalate intr-o maniera, astfel incdt fiecare casa cu o
conducta de iesire, dar nicio conducta de intrare nu primeste un
rezervor instalat pe acoperisul sau si fiecare casd cu o conducta de
intrare si nicio teava de iesire nu primeste un robinet. Fiind date
doua numere intregi n si p care indica numarul de case si numarul
de conducte. Conexiunile conductei dintre case contin trei valori de
intrare: aj, by si di, care indica conducta cu diametrul d; de la
casa a; la casa b; Aflati solutia eficientd pentru retea. lesirea va
contine numarul de perechi de rezervoare si robinete t instalate in
prima linie, iar urmadtoarele linii t vor contine trei intregi: numdrul
casei rezervorului, numarul casei de robinet si diametrul minim al
conductei dintre ele.

Exemplu

Pentru n=4 si p=2,
celelalte date:

1 2 60

3450
Programul va afisa:

2

1 2 60

3450
Explicatie:
Componentele
sunt: 1-> 2 si 3-> 4.
Prin urmare, raspunsul
nostru este 2 urmat de
1 2 60 si 3 4 50

apoi

conectate

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string.h>
using namespace std;
int n, p, ans;
int rd[1100], wt[1100], cd[1100];
vector<int> a; vector<int> b; vector<int> c;
int dfs(int w) {
if (cd[w] == 0) return w;
if (wt[w] < ans) ans wtw];
return dfs(cd[w]);

}
void afiseaza(int arr[][3]){
int i = 0;
while (i < p) {
int g=arr[i] [0], h=arr[i][1], t=arr[i][2];

cd[g] = h; wt[q] = t; rd[h] = q; i++;
}
a.clear(); b.clear(); c.clear();
for (int j = 1; j <= n; ++j)
if (rd[j] == 0 && cd[j]) {
ans = 1000000000; int w = dfs(j):

a.push_back(j); b.push back(w); c.push_back(ans);
}
cout <<"Numarul total de solutii:
cout <<"Afisarea solutiilor: \n";
for (int j = 0; j < a.size(); ++3j)

}

int main () {
n 9, p=6;
memset (xrd, O,
memset (wt, O,
int arr[][3]

sizeof (rd)); memset(cd, O,
sizeof (wt));
={{7, 4, 98},
{2,8, 22},
afiseaza(arr); return 0;

sizeof (cd)) ;

{5,9, 72}, {4,
9, 7, 17}, {3, 1,

| Implementare C++

\t"<< a.size() << endl;

cout << a[j] << " " <K<K b[J]KK " " L ¢c[]] << endl;

6, 10 },
66 } };

Rezultatele executiei:

Numarul total de solutii:
Afisarea solutiilor:

2 8 22

31 66

5 6 10
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Problema 6: Politisti si hoti

]

| Conditia problemei Exemplu
Fie dat un tablou unidimensional de | Pentru n=>35, k=1 si vectorul cu elementele:
dimensiunea n, care are urmatoarele PHHEPH

specificatii:
e Fiecare element din tabla contine fie un Programul va afisa:

politist, fie un hot. 2
e Fiecare politist poate prinde un singur Explicatie:

hOL Aici pot fi prinsi maxim 2 hoti, mai
e Un politist nu poate prinde un hot care se | intai politistul prinde primul hot

afla la mai mult de unitati k distanta de | 5* cel de-al doilea politist poate
.. prinde fie al doilea, fie al treilea
politist. hot .

Trebuie sa gasim numarul maxim de hoti
care pot fi prinsi.

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;
int afisare(char arr[],int n,int k){
int res = 0;
vector<int> thi;
vector<int> pol;
for (int i = 0; 1 < n; i++){
if (arr[i] == 'P') pol.push back(i);
else if (arr[i] == 'H') thi.push back(i);

}
int 1 =0, r =0;
while (1 < thi.size() && r < pol.size()){
if (abs(thi[l] - pol[r]) <= k) {
res++; 1l++; r++;
}
else if (thi[l] < pol[r]) 1++;
else r++;

}

return res;
}
int main () {

int k1,k2,k3,nl1,n2,n3;

char arrl[] = { IPI, 'H', IPI, lHl, lPl’ 'H', 'P', IHI, 'P', IHI};

k1l = 2; nl = sizeof(arrl) / sizeof(arrl[O0]):

cout<<"Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 1l: \t"<< afisare(arrl, nl, kl)
<< endl;

char arrz[] - { IPI’ IHI, IHI, IPV, VHV, VH', lPl, lHl, IHI’ IPI};

k2 = 3; n2 = sizeof(arr2) / sizeof (arr2[0]):

cout<<"Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 2: \t"<< afisare(arr2, n2, k2)
<< endl;

char arr3[] - { IPI’ IHI, IHI, IHV, VPV, VH', lHl, lHl, IPI’ IHI};

k3 = 4; n3 = sizeof(arr2) / sizeof (arr3[0]):

cout<<"Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 3: \t"<< afisare(arr3, n3, k3)
<< endl;

return O;

}

Rezultatele executiei:

Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 1: 5
Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 2: 4
Numarul maxim de hoti prinsi pentru cazul 3: 3
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Problema 7: Rafturi

Conditia problemei

Avind in vedere lungimea peretelui p si
rafturile de doua lungimi m si n, gasifi
numarul fiecarui tip de raft care trebuie
utilizat si spayiul gol ramas in solutia optima,
astfel incat spariul gol sa fie minim. Cea mai
mare dintre cele doua rafturi este mai iefting,
de aceea este preferata. Cu toate acestea,
costul este secundar si prima prioritate este
minimizarea spatiului gol pe perete.

Exemplu
Pentru p=24, m=3 si n=5
Programul va afisa:

330
Explicatie:
Folosim trei unitati ale ambelor
rafturi,unde 0 este spatiul rdmas.
33+ 3*5 =24
Deci spatiu gol = 24 - 24 = 0
O alta solutie ar fi: 8 0 O,

dar din moment ce raftul mai mare de
lungime 5 este mai ieftin, primul va
fi rdspunsul.

#include <iostream>
using namespace std;
void afisare(int perete, int m, int n) {
int num m ]
int p =0, g =0, rem;
while (perete >= n) {
P = perete / m;
rem perete $ m;
if (rem <= min_empty) {

| Implementare C++

0, num n = 0, min_empty = perete;

num m = p; num n = q; min_empty = rem;

}
q += 1; perete

perete - n;

}

cout<<num m<<" "<<num n<<" "<<min_empty<<endl;

}

int main() {

int perete = 30, m = 3, n = 5;
cout<<"Afisare rezultat pentru cazul 1: \n"; cout<<"\t";
afisare(perete, m, n);
perete = 30, m =4, n = 6;
cout<<"Afisare rezultat pentru cazul 2: \n"; cout<<"\t";
afisare(perete, m, n);
perete = 30, m =5, n = 7;
cout<<"Afisare rezultat pentru cazul 3: \n"; cout<<"\t";
afisare(perete, m, n);
perete = 30, m = 6, n = 8;
cout<<"Afisare rezultat pentru cazul 4: \n"; cout<<"\t";
afisare(perete, m, n);
perete = 30, m =7, n = 9;
cout<<"Afisare rezultat pentru cazul 5: \n"; cout<<"\t";
afisare(perete, m, n);
return 0;
}
Rezultatele executiei:
Afisare rezultat pentru cazul 1:
530
Afisare rezultat pentru cazul 2:
330
Afisare rezultat pentru cazul 3:
6 00
Afisare rezultat pentru cazul 4:
500
Afisare rezultat pentru cazul 5:
310
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Problema 8: Produs minim

Conditia problemei Exemplu
Avand in vedere un tablou a, trebuie sa gasim | Pentru vectorul -1, -1, -2, 4, 3
un produs minim posibil cu submultimea de | Programul va afisa:
elemente prezente in tablou. Produsul minim -24
poate fi, de asemenea, un singur element.

Explicatie:
Produsul minim va fi:
(=2 * =1 * =1 * 4 * 3) = =24

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int minProductSubset (int a[], int n) {
if (n == 1) return a[0];
int max neg = INT MIN, min _pos = INT_ MAX;
int count neg = 0, count zero = 0, prod = 1;
for (int 1 = 0; i < n; i++){
if (a[i] == 0){
count_zero++; continue;
}
if (a[i] < 0){
count neg++;
max _neg = max(max neg, a[i]);
}
if (a[i] > 0) min _pos = min(min_pos, a[i]);
prod = prod * a[i];
}

if (count_zero == n || (count_neg == 0 && count_zero > 0))
return 0;

if (count_neg == 0) return min_pos;

if (!(count neg & 1) && count _neg !'= 0) {

prod = prod / max neg;
}
return prod;
}
int main() {
int al[] = { -5, -4, -3, -2, -1 };
int nl = sizeof(al) / sizeof(al[0]):
cout <<"\nPentru cazul 1, produsul minim este: \t";
cout << minProductSubset(al, nl);
int a2[] ={ -1, 0, 1, 2, 3 };
int n2 = sizeof(a2) / sizeof(a2[0]):;
cout <<"\nPentru cazul 2, produsul minim este: \t";
cout << minProductSubset (a2, n2);
int a3[] ={ -2, -1, 0, 1, 2 };
int n3 = sizeof(a3) / sizeof(a3[0]):
cout <<"\nPentru cazul 3, produsul minim este: \t";
cout << minProductSubset (a3, n3);
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Pentru cazul 1, produsul minim este:

-120

Pentru cazul 2, produsul minim este:
-6

Pentru cazul 3, produsul minim este:
-4
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Problema 9: Suma miniméa a produsului dintre doua tablouri unidimensionale

Conditia problemei Exemplu
Gasiti suma minimad a produsului dintre doua | Pentru N=3, k=5, unde vectorul A: 1 2 -3 si
tablouri  unidimensionale  de  aceeasi | vectorul B: -2 3 -5
dimensiune, avand in vedere ca k modificari | Programul va afisa:
sunt permise pe primul tablou. In fiecare -31
modificare, un element din primul tablou

. .. . Explicatie:
poate fi mdrit sau micsorat cu 2. Deci, am modificat elemtul a[2]= -3
marindu-1 cu 10 (pentru ca 5
)

modificdri sunt permise, 5*2=10
Suma finala va fi:
(1 * =2)+(2 * 3)+(7 * =5) = =31

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;
int minim(int a[], int b[], int n, int k) {
int diff = 0, res = 0, temp;
for (int i = 0; 1 < n; i++){
int pro = a[i] * b[i];
res = res + pro;

if (pro < 0 && b[i] < 0) temp = (a[i] + 2 * k) * b[i];

else if (pro < 0 && a[i] < 0) temp = (a[i] - 2 * k) * b[i];
else if (pro > 0 && a[i] < 0) temp = (a[i] + 2 * k) * b[i];
else if (pro > 0 && a[i] > 0) temp = (a[i] - 2 * k) * b[i];

int d = abs(pro - temp);
if (d > diff) diff = d;
}
return (res - diff);
}
int main() {
cout <<"Cazul 1: \n";
int n1 = 3, k1 =5, al[] = {1,2,-3}, bl[] = {-2,3,-5};
cout <<"\tSuma minima conform conditiei: \t"<< minim(al, bl, nl, kl1l)<< endl;
cout <<"Cazul 2: \n";
int n2 = 5, k2 = 3, a2[] = {2,3,4,5,4}, b2[] = {3,4,2,3,2};
cout <<"\tSuma minima conform conditiei: \t"<< minim(a2, b2, n2, k2)<< endl;
cout <<"Cazul 3: \n";
int n3 = 3, k3 = 7, a3[] = {1,2,-3}, b3[] = {-2,3,-5};
cout <<"\tSuma minima conform conditiei: \t"<< minim(a3, b3, n3, k3)<< endl;
cout <<"Cazul 4: \n";
int nd =5, k4 =5, ad[] = {2,3,4,5,4}, b4[] = {3,4,2,3,2};
cout <<"\tSuma minima conform conditiei: \t"<< minim(a4, b4, n4, k4)<< endl;
return O;

}

Rezultatele executiei:

Cazul 1:

Suma minima conform conditiei: -31
Cazul 2:

Suma minima conform conditiei: 25
Cazul 3:

Suma minima conform conditiei: -51
Cazul 4:

Suma minima conform conditiei: 9
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Problema 10: Cabinet stomatologic

Conditia problemei
La un cabinet stomatologic se prezinta
simultan n pacienfi. Sa se determine ordinea
in care medicul stomatolog va trata pacientii,
astfel incat sa se minimizeze timpul mediu de
asteptare  daca se cunosc  duratele
tratamentelor celor n pacienti.

Exemplu
Pentru n=3 si timpul pentru fiecare pacient:
t1=60, t2=10 si t3=30.
Programul va afisa:

Timp de asteptare optimizat:
16.6667

Explicatie:
Pentru ordinea 1,2,3 tm=130/3, in timp ce
pentru ordinea 2,3,1 tm=>50/3 (timpul minim).

#include<iostream>
using namespace std;
int main () {
int n,a[100],i,3j,b[100],t=0;

for (i=1;i<=n;i++) {
cout<<i<k<"\t";cin>>a[i];

}

for (i=1l;i<=n;i++)

b[i]=a[i];

for (i=1l;i<n;i++)

for (j=i+1;j<=n;j++)

if(b[i]>b[j]) swap(b[i] ,b[]j]):

cout<<"\nOrdinea optima:"<<endl;

for (i=1l;i<=n;i++)

for (j=1;3j<=n;j++)

if(b[i]==al]j]){
cout<<j<<"\t"<<b[i]<<endl;

}

for (i=1;i<=n;i++)

t=t+b[i]* (n-1i);

cout<<(double)t/n;
}

cout<<"Introduceti numarul de paciennti:

cout<<"\nTimp de asteptare optimizat:

| Implementare C++

\t"; cin>>n;

"<<endl;

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul de paciennti: 3
1 60

2 30

3 10

Ordinea optima:

3 10

2 30

1 60

Timp de asteptare optimizat:
16.6667
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1 (Problema bancnotelor) Date de intrare  Date de iesire

Scriefi un program, care afiseaza modalitatea de plata, | 67 12
folosind un numar minim de bancnote, a unei sume intregi S i 5 10 iols
de lei (S<20000). Plata se efectueaza folosind bancnote de n

tipuri distincte cu valorile b1=1 leu, b2,...bn, cu valoarea de
lei. Din fiecare tip de bancnote avem la dispozitie un numar

nelimitat.
Problema 2 (Problema ZigZag) Date de intrare  Date de iesire
Dintr-un fisier se citesc N numere intregi (N<1000). Afisati | 7 0937154

. J . . .. . . 7 14
pe prima linie a fisierului de iesire cel mai lung ZigZag care 50 93

se poate construi din numerele citite. Numim ZigZag o
secventd de numere ai,dy,...am , astfel incdt sa obtinem
relaﬁa.‘ a1 < 283584285 <... Am.1=8n.

Problema 3 (Problema cuielor) Date de intrare  Date de iesire

Fie N scanduri de lemn, descrise ca niste intervale inchise | 5 2
cu capete reale. Gasiti o multime minima de cuie, astfel incadt 2 ?, 14
ﬁec_ai_’e sc_dndurd sa fie batuta de cel putin un cui. Se Cere | 5 ¢
pozitia cuielor. 5 14

8 16
Problema 4 (Problema saritura calului) Date de intrare  Date de iesire
Fiind data o tabla de sah de dimensiunea NxN si un cal in | 5 124 13 18 7
colgul stdnga sus al acesteia, se cere sa se deplaseze calul pe 342123862‘;’712
tabla astfel incat sa treaca o singura data prin fiecare patrat 20 15 4 11 22
al tablei. Solutia va fi afisatd ca o matrice NxN in care sunt 3102116 5
numerotate sariturile calului.

Problema 5 (Problema florarului) Date de intrare | Date de iesire
Se da un grup de k oameni care vor sa cumpere impreunda n | 3 25
flori. Fiecare floare are un pret de baza, insa pretul cu care ‘;’ 2345

este cumparata variaza in functie de numarul de flori
cumparate anterior de persoana respectiva. De exemplu, daca
Jorel a cumparat 3 flori (diferite) si vrea sa cumpere o floare
cu pretul 2, el va plati (3+1)*2=8. Practic, el va plati un pret
proportional cu numarul flori cumpdrate pana atunci tot de el.
Pentru un numar k de oameni si n flori, se cere sa se
deterimne care este costul minim cu care grupul poate sd
achizitioneze toate cele n flori o singura data.

Problema 6 (Subsiruri strict crescitoare) Date de intrare | Date de iesire
3

Se da un sir de n numere naturale. Sirul poate fi partitionat in | 8
mai multe moduri intr-un numar de subsiruri strict
crescatoare. De exemplu, sirul 4 6 2 5 8 1 3 7 poate fi
partitionat astfel: 4 6 8 (primul subgsir), 2 5 7 (al doilea) si 1 3
(al treilea). O alta modalitate este formand patru subsiruri: 4
57,68 23sil. Sase determine numarul minim de subsiruri
strict crescatoare in care se poate partitiona sirul. Programul
citeste de la tastatura numarul n, iar apoi sirul de n numere
naturale, separate prin spatii. Programul va afisa pe ecran
numarul minim de subsiruri strict crescatoare in care se poate
partitiona sirul.

4

SR 0o
wo N

218



7.4 Implementarea tehnicii greedy la rezolvarea problemelor
complexe

Problema 1: Algoritmul lui Huffman pentru codificarea si decodificarea uui mesaj

Implementarea codului in limbajul C++ pentru algoritmul lui Huffman prezentat in
compartimentul 7.1.6

Implementare C++

#include <iostream>
#include <stdlib.h>
#include <map>
#include <queue>
#define MAX TREE_HT 100
using namespace std;
map<char, string> codes;
map<char, int> freq;
struct MinHeapNode {
char data;
int freq;
MinHeapNode *left, *right;
MinHeapNode (char data, int freq) {
left = right = NULL;
this->data = data;
this->freq = freq;
}
}s
struct compara({
bool operator () (MinHeapNode* 1, MinHeapNode* r) {
return (1->freq > r->freq);
}
};
void afisCod(struct MinHeapNode* root, string str) {
if ('root) return;
if (root->data != '$'")
cout << root->data << ": " << str << "\n";
afisCod(root->left, str + "0");
afisCod(root->right, str + "1");
}
void librarieCod (struct MinHeapNode* root, string str) {
if (root==NULL) return;
if (root->data !'= '$"'")
codes[root->datal=str;
librarieCod(root->left, str + "0");
librarieCod(root->right, str + "1");
}
priority queue<MinHeapNode*, vector<MinHeapNode*>, compara> minHeap;
void HuffmanCod (int size) {
struct MinHeapNode *left, *right, *top;
for (map<char, int>::iterator v=freq.begin(); v'!=freq.end(); v++)
minHeap.push (new MinHeapNode (v->first, v->second)) ;
while (minHeap.size() !'= 1){
left = minHeap.top(); minHeap.pop()
right = minHeap.top(); minHeap.pop() ;
top = new MinHeapNode('$', left->freq + right->freq);
top->left = left; top->right = right; minHeap.push(top) ;
}
librarieCod (minHeap. top(),"")
}
void calcFrecventa(string str, int n){
for (int i=0; i<str.size(); i++)
freq[str[i]]++;
}
string decodificaMesaj (struct MinHeapNode* root, string s) {
string ans = "";
struct MinHeapNode* curr = root;
for (int i=0;i<s.size () ;i++){
if (s[i] == '0') curr = curr->left;
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else curr = curr->right;
if (curr->left==NULL and curr->right==NULL) {
ans += curr->data; curr = root;
}
}
return ans+'\0';
}
int main() {
string str = "ANDRIAN DASCAL";
string codificare, decodificare;
calcFrecventa(str, str.length());
HuffmanCod (str.length()) ;
cout << "Tabelul cu datele despre fiecare caracter si frecventa:\n";
for (auto v=codes.begin(); v'!=codes.end(); v++)
cout << "\t" << v->first << "\t" << v->second << endl;
for (auto i: str)
codificare+=codes[i];
cout << "\nMesajul codificat cu ajutorul algoritmului lui Huffman:\n\t" <<
codificare << endl;
decodificare = decodificaMesaj (minHeap.top (), codificare) ;
cout << "\nMesajul decodificat cu ajutorul algoritmului lui Huffman:\n\t" <<
decodificare << endl;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Tabelul cu datele despre fiecare caracter si frecventa:
1110

01

1111

110

1010

000

100

1011

001

nwZHHODOQY

Mesajul codificat cu ajutorul algoritmului lui Huffman:
011001101011101001100111011001001111101000

Mesajul decodificat cu ajutorul algoritmului lui Huffman:
ANDRIAN DASCAL
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Problema 2: Algoritmul lui Kruskal pentru determinarea costului minim

Algoritmul lui Kruskal este un algoritm in teoria grafurilor care gaseste arborele partial de cost
minim pentru un graf conex ponderat.

| Graful Solutie

Muchiile grafului Ramurile grafului dupa sortare vor fi:
si costul pentru fiecare: 2 34

01 10 035

026 026

0 35 0 1 01 10

1 3 15 8 13 15

2 3 4

. Ramurile ce alcatuiesc costul minim sunt:

2 b 1 3 2 3 obtinem costul 4

0 3 obtinem costul 4+5=9

0 1 obtinem costul 9+10=19

Costul minim este: 19

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;
const int NMax = 400005;
pair <int,int> P[NMax];
int N, M, Total, TT[NMax], k, RG[NMax];
struct Edge({
int x,y,c;
}V[NMax] ;
bool Compare (Edge a, Edge b) {
return a.c < b.c;
}
void Citeste () {
cout<<"Introduceti varfurile si muchiile: \t";
cin >> N >> M;
cout<<"Introduceti ramurile grafului si costurile: \n";
for(int i = 1; i <= M; i++)
cin >> V[i].x >> V[i].y >> V[i].c;
sort (V+1, V+M+1l, Compare) ;
cout<<"Afisarea ramurile grafului dupa sortare: \n";
for(int i = 1; i <= M; i++)
cout<<V[i] .x<<" "<<V[i].y<<" "<<V[i].c<<"\n";

int Find(int nod) {
while (TT[nod] !'= nod) nod = TT[nod];
return nod;

}

void Unite (int x, int y){
if (RG[x] < RG[y]) TT[x]
if (RG[y] < RG[x]) TT[yl]
if (RG[x] == RG[yl){

TT[x]=y; RG[y]++;

ys
Xx;

}
}
void Solve () {
for(int i=1;i<=M;i++) {
if (Find(V[i] .x) '= Find(V[i].y)){
Unite(Find(V[i] .x), Find(VI[i].y)):
P[++k] .first = V[i].x;
P[k] .second = V[i].y;
Total+= VI[i].c;

}
}

int main() {
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Citeste();
for(int i = 1; i <= M; i++){
TT[i]=i; RG[i]=1;
}
Solve() ;
cout <<"Cost minim obtinut: "<< Total << " cu "<< N-1 <<" ramuri:\n";
for(int i = 1; i <= k; i++)
cout << P[i].first << " " << P[i].second << "\n";
return 0;

Rezultatele executiei:

Introduceti varfurile si muchiile: 4 5
Introduceti ramurile grafului si costurile:
110
6
5
15
4

NPRrOOO
wWwwN

Afisarea ramurile grafului dupa sortare:
4
5
6
10
15

HOOON
WHFEDNMDWW

Cost minim obtinut: 19 cu 3 ramuri:
2 3
0 3
01
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Problema 3: Algoritmul lui Prim pentru determinarea costului minim

Algoritmul lui Prim este un algoritm din teoria grafurilor care gaseste arborele partial de cost minim
al unui graf conex ponderat.

| Graful Solutie

Muchiile grafului Costul minim va fi:

si costul pentru fiecare: o — {1 2 3 obtinem costul 4
0110 Sy 0 3 obtinem costul 4+5
026 - 0 1 obtinem costul 9+10
035
1315 2 b 1 3 Costul minim este: 19
2 3 4

Implementare C++

#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;
#define V 4
int Total=0;
int minKey (int key[], bool Set[]) {
int min = INT MAX, min index;
for (int v = 3; v < V;_v++)
if (Set[v] == false && key[v] < min)
min = key[v], min_index = v;
return min_index;
}
void afisare(int parent[], int graph[V][V]) {
cout<<"Muchie\t\tCost\n";
for (int i = 1; 1 < V; i++){
cout<<parent[i]<<" "<<i<<"\t\t"<<graph[i] [parent[i]]<<"\n";
Total+=graph[i] [parent[i]];
}
}
void prim(int graph[V] [V]) {
int parent[V], key[V]; bool mstSet[V];
for (int i = 0; i < V; i++)
key[i] = INT_MAX, mstSet[i] = false; key[0] = O;
parent[0] = -1;
for (int count = 0; count < V - 1; count++) {
int u = minKey (key, mstSet);

mstSet[u] = true;
for (int v = 0; v < V; v++)
if (graph[u] [v] && mstSet[v] == false && graph[u] [v] < key[V])

parent[v] = u, key[v] = graph[u] [v];
}

afisare(parent, graph);

int main () {

int graph[V][V] = { { 0, 10, 6, 5 },
{ 10, 0, O, 15 },
{ 6/ OI 0! 4 }I
{5,615, 4, 0} };
prim(graph) ;
cout <<"Cost minim obtinut: "<<Total; return 0;

}

Rezultatele executiei:

Muchie Cost
01 10
32 4
03 5

Cost minim obtinut: 19
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Problema 4: Algoritmul lui Dijkstra pentru determinarea drumului cel mai scurt

Algoritmul lui Dijkstra este o metoda de a stabili drumul de cost minim de la un nod de start la
oricare altul dintr-un graf.

Graful Solutie

Muchiile grafului Varful sursa este 3 (al patrulea). Distanta pana la
si costul pentru fiecare: 0 b— 1 celelalte varfuri va fi:

0110 ™ 05

02 6 1 15

035 2 4

1 3 15 2 — 1 3 30

2 3 4

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <limits.h>
#define V 4
using namespace std;
int distanta(int dist[], bool sptSet[]) {
int min = INT MAX, min_index;
for (int v = 0; v < V; v++)
if (sptSet[v] == false && dist[v] <= min)
min = dist[v], min index = v;
return min_index; -

int afisare(int dist[]){
cout<<"Varfurile \t\t Distanta de la sursa\n";
for (int i = 0; 1 < V; i++){
cout<<i<<" \t\t\t "<<dist[i]<<endl;
}
}
void dijkstra(int graph[V] [V], int src){
int dist[V];
bool sptSet[V];
for (int i = 1; 1 < V; i++)
dist[i] = INT MAX, sptSet[i] = false;
dist[src] = 0;
for (int count = 0; count < V-1; count++) {
int u = distanta(dist, sptSet);
sptSet[u] = true;
for (int v = 0; v < V; v++)
if (!'sptSet[v] && graph[u] [v] && dist[u] !'= INT MAX && dist[u] +
graph[u] [v] < dist[v])
dist[v] = dist[u] + graph[u] [Vv]’
}
afisare(dist);
}
int main () {
int graph[V] [V] = { 0o, 10, 6, 5},
10, 0, 0, 15 },
6/ Ol OI 4 }I
5, 15, 4, 0} };

— - - -

dijkstra(graph, 3);
}

Rezultatele executiei:

Varfurile Distanta de la sursa
0 5

1 15

2 4

3 0
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Problema 5: Algoritmul Ford-Fulkerson pentru numairul maxim de fluxuri

Algoritmul Ford-Fulkerson este unul din algoritmii cei mai simpli care rezolvd problema “Debitului
maxim”. Consta in identificarea succesiva a unor drumuri de crestere pana in momentul in care nu
mai exista niciun astfel de drum. Ca urmare, ordinul de complexitate al algoritmului Ford-Falkerson
este O(F « (M + N)).

Graful Solutie
Muchiile grafului Numarul total de fluxuri din graful nostru este:

si costul pentru fiecare: 0o )—| 1 19
01 10 .
026

N = O
w w Ww

5
15 R I
4

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <limits.h>
#include <string.h>
#include <queue>
#define V 4
using namespace std;
bool bfs(int rGraph[V] [V], int s, int t, int parent][]) {
bool visited[V]; memset(visited, 0, sizeof (visited));
queue <int> q; gq.push(s); visited[s] = true; parent[s] = -1;
while ('q.empty()) {
int u = q.front(); q.pop();
for (int v=0; v<V; v++) {
if (visited[v]==false && rGraph[u] [v] > 0){
g.push(v); parent[v] = u; visited[v] = true;
}
}
} return (visited[t] == true);
}
int fordFulkerson(int graph[V][V], int s, int t){
int u, v, rGraph[V][V];
for (u = 0; u < V; utt)
for (v =0; v < V; v++)
rGraph[u] [v] = graph[u] [v];
int parent[V], max flow = 0;
while (bfs(rGraph, s, t, parent)) {
int path_flow = INT MAX;
for (v=t; v!=s; v=parent|[v]) {
u = parent[v]; path flow = min(path flow, rGraph[u][v]);
}
for (v=t; v != s; v=parent|[v]) {
u = parent[v]; rGraph[u][v] -= path flow; rGraph[v][u] += path_flow;
} max flow += path_ flow;
} return max flow;
}
int main () {
int graph[VI[V] = { { 0O, 10, 6, 5 },
{ 10, 0, 0, 15},
{ 6/ OI OI 4 }I
{5,615, 4, 0} };
cout<<"\nNumarul maxim de fluxuri este: "<<fordFulkerson(graph, 0, V-1);
cout <<endl; return O;

}

Rezultatele executiei:

Numarul maxim de fluxuri este: 19
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Problema 6: Algoritmul Edmonds — Karp pentru numarul maxim de fluxuri

Algoritmul Edmonds-Karp, publicat de Jack Edmonds si Richard Karp reprezintd o implementare
eficienta a algoritmului Ford Fulkerson. Ideea care sta la baza algoritmului este de a identifica la
fiecare pas un drum de crestere care contine un numdr minim de arce. Dupd cum vom ardta in
continuare, o astfel de alegere ne asigura ca se vor efectua cel mult O(n*m) iteratii.

| Graful Solutie
Muchiile grafului Numdarul total de fluxuri din graful nostru este:
si costul pentru fiecare: 0o )—| 1 19
0110 i
2 6
35
3 15 p S I
3 4

N = OO

| Implementare C++

#include<iostream>
#include<cstdio>
#include<queue>
#include<cstring>
#include<vector>
using namespace std;
int ¢[10][10];
int flowPassed[10][10];
vector<int> g[10];
int parList[10];
int currentPathC[10];
int bfs(int sNode, int eNode) {
memset (parList, -1, sizeof(parlList)):;
memset (currentPathC, 0, sizeof (currentPathC))
queue<int> q; gq.push(sNode) ;
parList[sNode] = -1; currentPathC[sNode] = 999;
while (!'q.empty ()) {
int currNode = q.front(); gq.pop();
for(int i=0; i<g[currNode].size(); i++){
int to = g[currNode] [i];

if (parList[to] == -1){
if (c[currNode] [to] - flowPassed[currNode] [to] > 0) {
parlList[to] = currNode;
currentPathC[to] = min (currentPathC[currNode],
c[currNode] [to] - flowPassed[currNode] [to]) ;

if (to == eNode) {
return currentPathC|[eNode];

}
g.push(to) ;

}
}
int edmondsKarp(int sNode, int eNode) {
int maxFlow = O;
while (true) {
int flow = bfs(sNode, eNode) ;
if (flow == 0){ break; }
maxFlow += flow;
int currNode = eNode;
while (currNode !'= sNode) {
int prevNode = parList[currNode] ;
flowPassed[prevNode] [currNode] += flow;
flowPassed[currNode] [prevNode] -= flow;
currNode = prevNode;
}
}

return maxFlow;
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int main() {
int nodCount, edCount, source, destination;
cout<<"Introduceti numarul de varfuri si ramuri ale grafului: \n";
cin>>nodCount>>edCount;
cout<<"Introduceti varfurile sursa si destinatie ale grafului: \n";
cin>>source>>destination;
for(int ed = 0; ed < edCount; ed++) {
cout<<"Introduceti ramura "<<ed+1l<<" si costul acesteia:\t";
int from, to, cap;
cin>>from>>to>>cap;
c[from] [to] = cap;
g[from] .push_back(to); g[to] .push_back(from) ;
}
int maxFlow = edmondsKarp (source, destination) ;
cout<<endl<<"Numarul maxim de fluxuri este: \t"<<maxFlow<<endl;

Rezultatele executiei:

Introduceti numarul de varfuri si ramuri ale grafului:
4 5
Introduceti varfurile sursa si destinatie ale grafului:
03

Introduceti ramura 1 si costul acesteia: 0110
Introduceti ramura 2 si costul acesteia: 026
Introduceti ramura 3 si costul acesteia: 035
Introduceti ramura 4 si costul acesteia: 1315
Introduceti ramura 5 si costul acesteia: 2 34

Numarul maxim de fluxuri este: 19
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Problema 7: Algoritmul lui Dinic pentru numarul maxim de fluxuri

Algoritmul ruleaza in timp ON?e) si este similar cu algoritmul Edmonds — Karp, care se executd in
O(ve?) timpi, prin faptul cd foloseste cele mai scurte cdi de marire. Introducerea conceptelor grafului
de nivel si a fluxului de blocare permit algoritmul lui Dinic sd-si atingd performantele.

| Graful Solutie
Muchiile grafului Numdrul total de fluxuri din graful nostru este:
si costul pentru fiecare: 0 b— 1 19

01 10 .
2 6
35
3 15 2 b [ 3
3 4

NP OO

| Implementare C++

#include<iostream>
#include <vector>
#include <list>
using namespace std;
struct muchie(
int v, flow, C, rev ;
};
class Graph{
int V, *nivel ; vector< muchie > *adj;
public :
Graph (int V) {
adj = new vector<muchie>[V];
this->V = V; nivel = new int[V];
}
void adaug muchie(int u, int v, int C)({
muchie a{v, 0, C, adj[v].size()};
muchie b{u, 0, 0, adj[u].size()};
adj[u] .push_back(a); adj[v].push_back(b);
}
bool BFS(int s, int t); //Breadth First Search
int sendFlow(int s, int flow, int t, int ptr[]);
int DinicMaxflow(int s, int t);
};
bool Graph::BFS(int s, int t){
for (int 1 =0 ; i <V ; i++)
nivel[i] = -1; nivel[s] = 0;
list< int > gq; gq.push_back(s);
vector<muchie>::iterator i ;
while ('qg.empty()) {
int u = q.front(); gq.pop_front() ;
for (i = adj[u].begin(); i '= adj[u].end(); i++){
muchie &e = *ji;
if (nivel[e.v] < 0 && e.flow < e.C){
nivel[e.v] = nivel[u] + 1; g.push _back(e.v);
}
}
}

return nivel[t] < 0 ? false : true ;

int Graph: :sendFlow(int u, int flow, int t, int start][]){

if (u == t) return flow;

for ( ; start[u] < adj[u].size(); start[u]++){
muchie &e = adj[u] [start[u]];
if (nivel[e.v] == nivel[u]+l && e.flow < e.C){

int curr flow = min(flow, e.C - e.flow);
int temp flow = sendFlow(e.v, curr flow, t, start);
if (temp_flow > 0){

e.flow += temp flow;

adj[e.v] [e.rev].flow -= temp flow;

return temp flow;
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int

}

int

}

}
}

return 0;

Graph: :DinicMaxflow(int s, int t){

if (s == t) return -1;
int total = 0;
while (BFS(s, t) == true){

int *start = new int[V+1];
while (int flow = sendFlow(s, INT MAX, t, start))
total += flow;
}

return total;

main () {

int z=4; Graph g(z):;

g.adaug_muchie (0, 1, 10); g.adaug muchie(0, 2, 6);
g.adaug_muchie (0, 3, 5); g.adaug_muchie(l, 3, 15);
g.adaug_muchie(2, 3, 4);

cout << "\nNumarul maxim de fluxuri pentru cazul 1: \n\t";
cout << g.DinicMaxflow (0, z-1);

int y=5; Graph gl(y);

gl.adaug_muchie(0, 1, 10); gl.adaug muchie (0, 2, 6);
gl.adaug_muchie(0, 3, 5); gl.adaug _muchie(l, 3, 15);
gl.adaug_muchie(2, 3, 4); gl.adaug muchie(2, 4, 7);

cout << "\nNumarul maxim de fluxuri pentru cazul 2: \n\t";
cout << gl.DinicMaxflow(0, y-1);

int x=6; Graph g2 (x);

g2.adaug_muchie(0, 1, 4); g2.adaug_muchie(0, 2, 7);
g2.adaug_muchie(0, 3, 5); g2.adaug_muchie(0, 4, 6);
g2.adaug_muchie(0, 5, 10); g2.adaug _muchie(l, 2, 6);
g2.adaug_muchie(1l, 3, 3); g2.adaug_muchie(l, 4, 3);

cout << "\nNumarul maxim de fluxuri pentru cazul 3: \n\t";
cout << g2.DinicMaxflow(0, x-1);

return 0;

Rezultatele executiei:

Numarul maxim de fluxuri pentru cazul 1:

19

Numarul maxim de fluxuri pentru cazul 2:

6

Numarul maxim de fluxuri pentru cazul 3:

10
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Problema 8: Comis-voiajor

Conditia problemei
Un comis-voiajor pleaca dintr-un oras,
trebuie sa viziteze un numdar de orase si sa nu
se intoarca in orasul de unde a plecat cu
efort minim. Orice oras i este legat printr-o

Exemplu
Pentru n=3 si nodurile: 1 5 3, unde nodul de
pornire este 1.

Programul va afisa:
Drumul trece prin:1 2 3 1

sosea de orice alt oras j printr-un drum de Cost=9

A[|,J]_ kllgmetrl. Se cere tra_se_ul pe care Explicatie:

trebuie sa-I urmeze comis-voiajorul, astfel | porcurgem din 1 spre 3, d=3km
incdt sa parcurga un numar minim de | Parcurgem din 3 spre 5, d=(3+5)km

Parcurgem din 5 spre 1, d=(3+5+1) km.

kilometri.

| Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int s[10],a[10][10],n,i,j,Vv,p,Vvs,vsl, mint,distanta;
int main () {
cout<<"Numarul de noduri (orase) este:
for(i=1l;i<=n;i++)
for (j=i+1l;j<=n;j++)
COut<<"A["<<Kik<"] ["<<j<<"]= ",cin>>a[i] [j],al[jl[i]l=ali]l[]];
cout<<"\nNod de pornire: \t\t";cin>>v;
s[v]=l;
vsl=v;
cout<<"Drumul trece prin nodurile: \t"<<v<<" ";
pP=v;
for(i=1;i<n;i++) {
mint=3000;
for (j=1;j<=n;j++)
if(a[v][j]!'=0&&s[j]==0 && mint>a[v][j]) {
mint=al[v][j];
vs=j;

\t";cin>>n;

}
distanta+=a[v] [vs];
cout<<vs<<" ";
s[vs]=1l; v=vs;
}
cout<<p;
distanta+=a[vsl] [v];
cout<<endl<<"Distanta este de "<<distanta<<" km!'\n";
}

Rezultatele executiei:

Numarul de noduri (orase) este: 5
A[l][2]=
A[1][3]=
A[l][4]=
A[1][5]=
A[2][3]=
A[2][4]=
A[2][5]=
A[3][4]=
A[3][5]=
A[4][5]=

ONUWRERPROODN

Nod de pornire: 1
Drumul trece prin nodurile: 124351
Distanta este de 23 km!
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Problema 9: Colorarea muchiilor unui graf

Fie avem un graf cu n vdrfuri m muchii. Se cere sa coloram muchiile acestui graf, astfel incdt
doud muchii adiacente sa nu fie colorate cu aceeasi culoare. Se va folosi un numar minim de culori.

| Graful Solutie
Muchiile grafului Muchiile grafului nostru vor fi colorate astfel:
si costul pentru fiecare: o . 0 1 va primi culoarea 1
01 10 - 0 2 va primi culoarea 2
02 6 0 3 va primi culoarea 3
0 35 ‘ 1 3 va primi culoarea 2
1 3 15 ~ 2 3 va primi culoarea 1
2 3 4 4 - 5 4 2 va primi culoarea 3
4 2 7

Implementare C++

#include <iostream>
#include <list>
#include <vector>
#include <queue>
#include <set>
#include <string.h>
using namespace std;
int n, e, i, j;
vector<vector<pair<int, int> > > g;
vector<int> color;
bool v[111001];
void col (int n) {
queue<int> q;
int ¢ = 0;
set<int> vertex colored;
if(v[n]) return;
v[n] = 1;
for(i = 0;i<g[n].size() ;i++) {
if (color[g[n] [i] .second] !'=-1) {
vertex colored.insert(color[g[n] [i].second]) ;
}
}
for(i = 0;i<g[n].size() ;i++) {
if('v[g[n][i].first]){
g.push(g[n] [i].first);
}
if (color[g[n] [i] .second]==-1) {
while (vertex colored.find(c) !=vertex_colored.end())
ct++; color[g[n] [i].second] = c;
vertex colored.insert(c); c++;
}
}
while (!'q.empty()) {
int temp = gq.front();
q.pop(); col(temp) ;

return;
}
int main() {
int u,w;

set<int> empty;
cout<<"Introduceti numarul de varfuri si ramuri ale grafului: \n";
cin>>n>>e;
g.resize(n); color.resize(e,-1); memset(v,0,sizeof(v));
cout<<endl;
for(i = 0;i<e;i++) {

cout<<"Introduceti ramura "<<i+l<<":\t";

cin>>u>>w;

u--; w--;

g[u] .push back (make pair(w,i));
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g[w] .push_back (make_pair(u,i));

}

col (0);

for(i = 0;i<e;i++){
cout<<"\nRamura "<<i+l<<" va fi colorata in culoarea:

}

return

0;

"<<color[i]+1;

Rezultatele executiei:

Introduceti
56

Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti

Ramura
Ramura
Ramura
Ramura
Ramura
Ramura

va
va
va
va
va
va

U WN K

numarul de varfuri si ramuri ale grafului:

ramura
ramura
ramura
ramura
ramura
ramura

AR WNK
VVWNR KRR
Wh B dWN

fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:

WKREDNWNR
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Problema 10: Colorarea varfurilor unui graf

Fie avem un graf cu n vdrfuri m muchii. Se cere sa coloram vdrfurile acestui graf, astfel incdt
doud vdrfuri adiacente ce sunt legate intre ele sa nu fie colorate cu aceeasi culoare. Se va folosi un
numar minim de culori.

| Graful Solutie
Muchiile grafului Varfurile grafului nostru vor fi colorate astfel:
si costul pentru fiecare: 0 s 0 va primi culoarea 1
01 10 y 1 wva primi culoarea 2
02 6 2 va primi culoarea 2
0 35 ‘ 3 wva primi culoarea 3
1 3 15 4 wva primi culoarea 1
2 3 4 4 2 3
4 27

| Implementare C++

#include <iostream>
#include <list>
#include <vector>
#include <queue>
#include <set>
#include <string.h>
using namespace std;
int n,e,i,j;
vector<vector<int> > graph;
vector<int> color;
bool vis[100011];
void greedyColor () {
color[0] = O0;
for (i=1l;i<n;i++)
color[i] = -1;
bool neutilizat[n];
for (i=0;i<n;i++)
neutilizat[i]=0;
for (1 = 1; i < n; i++){
for (j=0;j<graph[i].size() ;j++)
if (color[graph[i][]j]] !'= -1)
neutilizat[color[graph[i] [j]]]

true;
int cr;
for (cr=0;cr<n;cr++)

if (neutilizat[cr] == false) break;
color[i] = cr;
for (j=0;j<graph[i].size () ;j++)

if (color[graph[i][]j]] '= -1)

neutilizat[color[graph[i] []j]]]

false;

}
}
int main () {
int x,y;
cout<<"Introduceti numarul de varfuri si ramuri ale grafului: \n";
cin>>n>>e;
cout<<"\n";
graph.resize(n); color.resize(n);
memset (vis, 0,sizeof (vis)) ;
for (i=0;i<e;i++) {
cout<<"Introduceti ramura "<<i+l<<":\t";

cin>>x>>y;

X-=; y--;

graph[x] .push _back(y); graph[y].push back (x) ;
}
greedyColor () ;

for (i=0;i<n;i++) {
cout<<"\nVarful "<<i+l<<" va fi colorata in culoarea: "<<color[i]+1l;

}
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Rezultatele executiei:

Introduceti

56

Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti
Introduceti

Varful
Varful
Varful
Varful
Varful

s WNh R

va
va
va
va
va

numarul de varfuri si ramuri ale grafului:

ramura
ramura
ramura
ramura
ramura
ramura

AU BAWN KR
GWNR KRR
W B D WN

fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:
fi colorata in culoarea:

RWMNDNR
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1 (Problema plopi) Date de intrare  Date de iesire

De-a lungul bulevardului principal al capitalei sunt plantati | 8 511
N plopi, pentru fiecare cunoscindu-se inaltimea. Primarul 57364426
orasului doreste ca plopii sa aiba inaltimile in ordine
descrescatoare. Pentru aceasta, este posibila tdaierea dintr-
un plop a wunei bucdti — este o tehnica ecologica,
nevatamadtoare, in urma careia plopul nu are de suferit.
Determinati numarul minim de plopi din care se va tdia si
lungimea totala minimd a bucatilor taiate. Fisierul de intrare
plopi.in contine pe prima linie numarul de plopi n. Urmeaza n
numere naturale nenule, separate prin spatii, care pot fi dis-
puse pe mai multe /inii, reprezentind indltimile plopilor.
Fisierul de iesire plopi.out va contine pe prima linie nume-
rele C si T, separate prin exact un spatiu, reprezentdand numa-
rul minim de plopi din care se va taia si lungimea totala mini-
mad a bucdtilor taiate.

Problema 2 (Problema Mos Criciun) Date de intrare  Date de iesire

Pentru cadourile pe care Mos Craciun urmeaza sa le | 107 4 5
cumpere copiilor cumingi, Consiliul Polului Nord a alocat
suma de S eureni. Stiind ca in comertul polar se utilizeaza
n+1 tipuri de bancnote de valori 1, el, e2, e3, ..., en si faptul
ca Mosul trebuie sa primeascda un numar minim de bancnote
pentru suma aprobatad, sa se determine numarul de bancnote
din fiecare tip utilizat in plata sumei si numarul total de
bancnote care i s-au alocat. Fisierul de intrare mos.in
contine pe prima linie numeral S n e. Fisierul de iesire
mos.out va contine mai multe linii: pe fiecare linie va fi
scrisa valoare unei bancnote folosita in plata sumei S si
numarul de bancnote folosite, separate printr-un spatiu, in
ordinea descrescatoare a valorilor bancnotelor folosite. Pe
ultima linie se va scrie numai numarul total de bancnote
folosite.

Problema 3 (Proiecte de investitii) Date de intrare  Date de iesire

La un birou care se ocupd cu analiza proiectelor de | 5 43521
investitii, n investitori au depus pana la termenul legal, cdte 60 50 30 10 40
un proiect.Cunoscand timpul necesar pentru analizarea
fiecarui proiect, scrieti un program care determina ordinea
in care vor fi analizate proiectele, astfel incdt timpul mediu
de asteptare pentru investitori sd fie minim. Pe prima linie a
fisierului proiecte.in se gdseste un numdr natural n,
reprezentand numarul de proiecte depuse. Pe linia a doua,
separate prin cdte un spatiu, se gasesc n numere naturale tl,
12, ..., tn, reprezentand timpii necesari pentru analizarea
fiecarui proiect. Pe prima linie a fisierului proiecte.out se
vor gasi n numere naturale cuprinse intre 1 §i n,
reprezentdnd ordinea in care vor fi analizate proiectele.
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Problema 4 (Problema depozit)

Date de intrare

Intr-un depozit existd un raft cu n+1 spatii de depozitare,
numerotate de la 1 la n+1. Primele n sparii de depozitare
sunt ocupate cu n pachete numerotate cu valori intre 1 si n,
iar spatiul de depozitare n+1 este gol. Administratorul
depozitului decide mutarea pachetelor, astfel incdt pentru
orice i, pachetul numerotat cu i sa se afle in spatiul de
depozitare i. Pentru aceasta se va folosi spatiul de
depozitare suplimentar, n+1, singura manevra valida fiind
mutarea unui pachet dintr-un spatiu de depozitare in altul,
cu conditia ca acesta sd fie gol. Determinati o succesiune de
manevre prin care fiecare pachet sa fie in spatiul corect.
Fisierul de intrare pachete.in contine pe prima linie numarul
n, iar pe a doua linie n numere naturale separate prin spatii.
Al i-lea numar reprezinta numarul pachetului aflat in spatiul
de depozitare i. Fisierul de iesire pachete.out va contine pe
prima linie numarul M, reprezentind numarul de manevre
efectuate. Pe fiecare dintre urmatoarele M linii se descrie o
manevrd, prin doud numere i j, cu semnificatia: se ia
pachetul din spatiul i si se mutd in spatiul j.

8
46258137

Date de iesire

Problema 5 (Subsiruri strict crescatoare)

Se da un sir de n numere naturale. Sirul poate fi partitionat
in mai multe moduri intr-un numar de subsiruri strict
crescatoare. De exemplu, sirul 4 6 2 5 8 1 3 7 poate fi
partitionat astfel: 4 6 8 (primul subsir), 2 5 7 (al doilea) si 1
3 (al treilea). O alta modalitate este formdnd patru
subsiruri: 45 7, 6 8, 2 3 s5i 1. Sa se determine numarul minim
de subsiruri strict crescdtoare in care se poate partitiona
sirul. Programul citeste de la tastatura numarul n, iar apoi
sirul de n numere naturale, separate prin spatii. Programul
va afisa pe ecran numarul minim de subgsiruri strict
crescatoare in care se poate partitiona sirul.

8
46258137

Date de intrare  Date de iesire

3

Problema 6 (Problema rucsacului)

0 persoand are un rucsac cu care poate transporta o
greutate maxima g¢. Persoana are la dispozitie n obiecte
pentru care stie greutatea si cdastigul obyinut daca transporta
obiectul. Fiecare obiect poate fi transportat integral nu
poate fi taiat. Sa se precizeze ce obiecte alege persoana si
care este castigul. Sa NU se depdseasca greutatea maxima a
rucsacului.

Date de intrare

Date de iesire

541
71

Problema 7 (Problema rucsacului, cazul continuu)

Conditia  problemei  este  asemanatoare  problemei
precedente, doar cd in acest caz obiectele pot fi taiate. Sa se
precizeze ce obiecte alege persoana si in ce proportie le ia,
astfel Incat castigul total sa fie maxim..

100

20 5
40 10
60 15

Date de intrare

Date de iesire

2051

40 10 1

60 15 0.667
25
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METODA PROGRAMARII DINAMICE

8.1 Notiuni generale despre programare dinamica

Programarea dinamica rezolva problemele prin descompunerea lor in subprobleme si prin
combinarea rezolvarilor acestora (termenul ,,programare” se referd aici la o metoda tabulara). Spre
deosebire de divide et impera, care considera ca subproblemele sunt independente, programarea
dinamica se aplica atunci cand subproblemele nu sunt independente.

Intr-un astfel de caz, divide et impera ar efectua calcule redundante (surplus de informatie
transmis fata de strictul necesar, abundenta inutila de expresii etc.) rezolvand fiecare subproblemda ca §i
cand nu ar mai fi intdlnit-o. Programarea dinamica, insd, salveaza rezultatul fiecarei subprobleme in-
tr-o tabela, evitand astfel rezolvarea redundanta a aceleiasi probleme.

Programarea dinamica se aplica, in general, problemelor de optimizare, atunci cdnd dorim sa
determinam rapid solutia optima pentru o problema. De fapt, aplicand aceastda tehnica determinam
una din solutiile optime, problema poate avea mai multe solutii optime.

Ce este programarea dinamicdi?

v Este o tehnica de proiectare a algoritmilor pentru rezolvarea problemelor care pot fi
descompuse in subprobleme care se suprapun — poate fi aplicatd problemelor de optimizare care
au proprietatea de substructurd optima.

= Particularitatea metodei constd in faptul cd fiecare suproblema este rezolvata o singura data iar
solutia ei este stocata (intr-o structurad tabelara) pentru a putea fi ulterior folosita pentru
rezolvarea problemei initiale.

Observatie:
%  Programarea dinamicad a fost dezvoltata de catre Richard Bellman in 1950 ca metoda generala

de optimizare a proceselor de decizie. In 1957 a publicat o carte cu titlul “Dinamic
programming”, introducdnd astfel pentru prima data conceptul de PD (programare dinamica).
% In programarea dinamicd cuvéantul programare se referd la planificare si nu la programare in

sens informatic. Cuvantul dinamic se refera la maniera in care sunt construite tabelele in care
se retin informatiile referitoare la solutiile partiale.

Care este principiul optimalitatii?
* Daci d,,d,,ds,...,d, este un sir de decizii care duc la solutia optimd, atunci oricare ar fi
d,,d,,d;,...,d; o subsecventa de decizii, aceasta trebuie sa fie optima pentru Vie[1,n—1].
» Richard Bellman a enuntat principiul atfel: “Oricare ar fi starea initiala si decizia inifiala,

deciziile ramase trebuie sa constituie o strategie optima privitoare la starea care rezulta din
decizia anterioara”.

Nota:
v" Aplicarea acestei tehnici de programare poate fi descompusa in urmatoarea secventa de pasi:
1. Descoperirea structurii si "mdsurii” pe care o are o solutie optimd.
2. Definirea recursivd a valorii care caracterizeazd o solutie optimad.
3. Calcularea "de jos in sus" a acestei valori.
4. Construirea solutiei optime pornind de la calculele efectuate anterior.

v’ Primii trei pasi reprezinta baza programarii dinamice. Daca trebuie sa aflam doar valoarea
solutiei optime, ultimul pas nu mai este necesar. De aceea, pentru cazul in care dorim sd
determinam §i solutia optima poate fi nevoie de construirea unor structuri de date
suplimentare [54].
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Observatie:

% Programarea dinamica este corelatd cu tehnica divizarii intrucdat se bazeaza pe divizarea
problemei initiale in subprobleme. Exista insa cdteva diferente semnificative intre cele doud
abordari:

o divizare: subproblemele in care se divide problema initiala sunt independente, astfel ca
solutia unei subprobleme nu poate fi utilizata in construirea solutiei unei alte subprobleme;

o programare dinamica: subproblemele sunt dependente (se suprapun), astfel ca solutia unei
subprobleme se utilizeaza in construirea solutiilor altor subprobleme (din acest motiv este
important ca solutia fiecarei subprobleme rezolvate sa fie stocata pentru a putea fi
reutilizata).

¢ Programarea dinamica este corelata si cu strategia cautarii local optimale (greedy) intrucat
ambele se aplica problemelor de optimizare care au proprietatea de substructurd optima

X3

Etapele principale in aplicarea programdrii dinamice

1. Analizarea structurii solutiei: se stabileste modul in care solutia problemei depinde de
solutiile subproblemelor. Aceasta etapd se referd, de fapt, la verificarea proprietdtii de
substructura optimd si la identificarea problemei generice (forma generala a problemei
initiale si a fiecarei subprobleme).

2. Identificarea relatiei de recurentd: exprima legatura intre solutia problemei si solutiile
subproblemelor. De reguld, in relatia de recurentd intervine valoarea criteriului de optim.

3. Dezvoltarea relatiei de recurentd: Relatia este dezvoltata in maniera ascendentd, astfel incat
sa se construiascd tabelul cu valorile asociate subproblemelor.

4. Construirea propriu-zis@ a solutiei: se bazeaza pe informatiile determinate in etapa
anterioard [55].

Dezvoltarea relatiilor de recurentdi

Exista doua abordari principale:

1. Ascendenta (bottom up): se porneste de la cazul particular si se genereaza noi valori pe baza
celor existente.

2. Descendenta (top down): valoarea de calculat se exprima prin valori anterioare, care trebuie la
randul lor calculate. Aceasta abordare se implementeaza, de regula, recursiv (si de cele mai
multe ori conduce la variante ineficiente — eficientizarea se poate realiza prin tehnica
memoizarii).

Nota:

V' Memoizare este metoda prin care atunci cind calculam valoarea unui calcul scump, de obicei
facut intr-o functie, o pastram intr-un tablou pentru a economisi timp in caz ca acel calcul
trebuie refdcut in viitor, respectiv atunci cand functia este chemata cu aceiasi parametri.

v’ Un exemplu de folosire a memoizarii este cand scriem o functie recursiva care sa calculeze al n-
ulea numar din sirul lui Fibonacci. Un mod naiv si direct de a scrie functia este:

int f£ib( int n ) {
if ( n == || n == 2 ) return 1;
return (fib( n-1 ) + fib( n-2 ));

Observatie:
¢ Problema cu aceasta implementare va chema de multe ori functia fib cu aceleasi valori,
refacind frecvent aceleasi calcule. De exemplu, fib(n-2) se va calcula de douda ori, fib(n-3) se va
calcula de 3 ori, iar fib(n-4) se va calcula de 5 ori! Faceti desenul si convingeti-va. Numdrul de
apeluri creste exponential.
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% O solutie ar fi sa implementam functia nerecursiv, asa cum deja stim. In unele cazuri acest
lucru complica foarte mult codul. Putem insa modifica functia fib pentru a memora valoarea o
data calculatd, astfel incit la un urmator apel sa o returneze direct. Pentru aceasta vom folosi
un vector de valori, sda-i spunem val, in care vom memora valorile sirului lui Fibonacci gata
calculate.

lata modifcarea (exemplu de functie fibonacci implementata folosind memoizare):

int val[1000] = { 1, 1 };
int fib( int n ){
if ( val[n] > 0 ) return valln];
return val[n] = fib( n-1 ) + fib( n-2 );

Etapele rezolvarii unei probleme de programare dinamica

1. Seidentifica subproblemele problemei date;

2. Se alege o structura de date suplimentara capabila sa retina solutiile din subprobleme,
eventual alte structuri in vederea reconstituirii solutiei;

3. Se caracterizeaza substructura optimala a problemei printr-o relatie de recurenta;

4. Pentru a determina solutia optimd, se aplicd relatia de recurengd in mod bottom-up (se
rezolva problemele in ordine crescatoare a dimensiunii acestora)

5. Pe baza datelor memorate se reconstituie solutia de sus in jos [56].

Abordari ale programarii dinamice (verificarea principiului optimalitatii)

a) Metoda inainte (in rezolvarea problemei se pleaca de la starea finala),
b) Metoda inapoi (in rezolvarea problemei se pleaca de la starea initiala);
C) Metoda mixta (combinare inainte-inapoi).

Analiza comparativd dintre programarea dinamica si tehnica greedy

Atat programarea dinamicd, cdt §i tehnica greedy, pot fi folosite atunci cand solutia unei probleme
este privita ca rezultatul unei secvente de decizii. Deoarece principiul optimalitatii poate fi exploatat de
ambele metode, s-ar putea sa fim tentati sa elaboram o solutie prin programare dinamicd, acolo unde
este suficienta o solutie greedy, sau sa aplicam in mod eronat o metoda greedy, atunci cdnd este
necesara, de fapt, aplicarea programarii dinamice. Vom considera ca exemplu o problema clasica de
optimizare.

Un hot patrunde intr-un magazin si gaseste n obiecte, un obiect i avand valoarea vi si greutatea
0i. Cum sa-si optimizeze hotul profitul, daca poate transporta cu un rucsac cel mult o greutate G?

Deosebim doud cazuri:

» in primul dintre ele, pentru orice obiect i, se poate lua orice fractiune 0 < X,< 1 dine;

* inal doilea caz X; €{0,1}, adica orice obiect poate fi incarcat numai in intregime in rucsac.

Observatie:

% Corespunzdtor acestor doud cazuri, obtinem problema continud a rucsacului, respectiv,
problema 0/1 a rucsacului. Evident, hoful va selecta obiectele, astfel incdt sa

n
maximizeze functia obiectiv: f(X) = ZViXi , unde X = (X1, X2, ..., Xp), verificd conditia:
-1

Zn:gixig G.
=1
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s Solutia problemei rucsacului poate fi privita ca rezultatul unei secvente de decizii. De exemplu,
hotul va decide pentru inceput asupra valorii lui x;, apoi asupra valorii lui x, etc. Printr-o
secventa optima de decizii, el va incerca sa maximizeze functia obiectiv. Se observa ca este
valabil principiul optimalitatii. Ordinea deciziilor poate fi, desigur, oricare alta.

Partea 1
Problema continua a rucsacului se poate rezolva prin metoda greedy, selectind la fiecare pas, pe
cdt posibil in intregime, obiectul pentru care vilQi este maxim. Fard a restrange generalitatea, vom

presupune caV,l §;>V,/ 9,>...>V,/ g,.

Putem demonstra ca prin acest algoritm obfinem solufia optima si cd aceasta este de
formax =(1,.., 1, X,0,..,0),kfiindunindiceunde 1 <k <n, astfel incar 0 <x <1 . Algoritmul
k k

greedy gaseste secventa optima de decizii, ludnd la fiecare pas cdte o decizie care este optima local.
Algoritmul este corect, deoarece nicio decizie din secventa nu este eronatd. Daca nu consideram timpul
necesar sortarii initiale a obiectelor, timpul este in ordinul lui n.

Partea 2

Sa trecem la problema 0/1 a rucsacului. Se observa imediat cd tehnica greedy nu conduce in
general la rezultatul dorit. De exemplu, pentru g = (1, 2, 3), v = (6, 10, 12), G = 5, algoritmul greedy
furnizeaza solutia (1, 1, 0), in timp ce solutia optima este (0, 1, 1).

Tehnica greedy nu poate fi aplicata, deoarece este generatd o decizie (x1 = 1) optima local, nu si
global. Cu alte cuvinte, la primul pas, nu avem suficientd informatie locala pentru a decide asupra
valorii lui x;. Strategia greedy exploateaza insuficient principiul optimalitdtii, considerdnd ca intr-0
secventa optima de decizii fiecare decizie (si nu fiecare subsecventda de decizii, cum procedeaza
programarea dinamica) trebuie sa fie optima.

Problema se poate rezolva printr-un algoritm de programare dinamicd, in aceastd situatie
exploatandu-se complet principiul optimalitatii. Spre deosebire de problema continud, nu se cunoaste
nici un algoritm polinomial pentru problema 0/1 a rucsacului.

Observatie:
% Diferenta esentiald dintre tehnica greedy si programarea dinamicd constd in faptul cd tehnica
greedy genereaza o singura secventd de decizii, exploatdnd incomplet principiul optimalitatii.
% In programarea dinamicd, se genereazi mai multe subsecvente de decizii; tindnd cont de
principiul optimalitatii, se considerd insa doar subsecventele optime, combindndu-se acestea in
solutia optimd finala.

% Cu toate ca numarul total de secvente de decizii este exponential (daca pentru fiecare din cele
n decizii sunt d posibilitati, atunci sunt posibile d " secvente de decizii), algoritmii de
programare dinamica sunt de multe ori polinomiali, aceastd reducere a complexitatii
datordndu-se utilizarii principiului optimalatii.

% O alta caracteristica importantd a programadrii dinamice este ca se memoreaza subsecventele
optime, evitandu-se astfel recalcularea lor [57].

Probleme specifice

Suma maxima in triunghi.

Subsir crescator de lungime maxima.

Subsir comun de lungime maxima.

Distanta Lowenstein.

Problema rucsacului, cazul discret.

O problema cu sume.

Triangulagia optimala a unui poligon CONVeX.

Inmultirea optimd a unui sir de matrici.

Algoritmul lui Lee. Distanta minimd dintre doud coordonate date pe o matrice.

©CoNoOR~wWNE
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8.2 Analiza algoritmilor metodei de programare dinamica

Similar cu greedy, metoda de programare dinamicd este folositda, in general, pentru rezolvarea
problemelor de optimizare. In continuare vom folosi acronimul DP (dynamic programming). DP se
poate folosi si pentru probleme in care nu cautam un optim, cum ar fi problemele de numarare.

Exemplul 1
Fie un vector v cu n elemente intregi. O subsecventa de numere din sir este de forma: s;, S;,..., S ;;

unde i < j, avand suma asociatd S;= S;+ S;,y,..., S . O subsecventd nu poate fi vidd. Sa se determine
subsecventa de suma maximad.

Rezolvare:

Tiparul acestei probleme ne sugereaza ca o solutie este obtinutda incremental, in sensul ca
putem privi problema astfel: gasim cea mai buna solutie folosind primele i-1 elemente din sir, apoi
incercam sa o extindem folosind elementul i (adica ne extindem la dreapta cu v[i]).

Intrucat la fiecare pas trebuie sd retinem cea mai bund solutie folosind un prefix din vectorul v,
solutia va fi salvata intr-un tablou auxiliar definit astfel: dp[i] = suma subsecventei de suma maxima
folosind doar primele i elemente din vectorul v si care se termind pe pozitia i.

Nota:.

v Pentru a mentine o conventie, toate tablourile de acest tip din laborator vor fi notate cu
dp (dynamic programming).

Ca sa rezolvam problema data, trebuie sa rezolvam o multime de subprobleme, unde dp[i]
reprezinta solutia pentru problema v[1],...,v[i] si care se termina cu v[ij.

V' Solutia pentru problema initiala este maximul din vectorul dp[i].

v

Gdsirea recurentei

Intrucat dorim ca aceastd problema sd fie rezolvabild printr-un algoritm/secventd de cod, trebuie s
descriem o metoda concreta prin care vom calcula dp[i].
1. Cazul de baza

= [n general, in probleme putem avea mai multe cazuri de bazd, care in principiu se leagd de
valori extreme are dimensiunilor subproblemelor. [n cazul subsecventei de sumi maxima
(SSM), avem un singur caz de bazd, cand avem un singur element in prefix: dp[1]=V[1]. Daca
avem un singur element, atunci acesta formeaza singura subsecventd posibild, deci SSM=V[1].
2. Cazul general
»  Presupunem inductiv cd avem rezolvate toate subproblemele mai mici. [n cazul SSM,
presupunem cda avem calculat dp[i—1] si dorim sa calculam dp[i] (cunoastem cea mai buna
solutie folosind primele i-1 elememente si vedem daca elementul de pe pozitia i o poate
imbunatati).

La fiecare pas avem de ales daca v[i] extinde cea mai bund solutie care se termind pe v[i—1]

sau se incepe o noud secventd cu v[i]. Decidem in functie de dp[i—1] si v[i]:

o daca dp[i—1]>=0 (cea mai buna solutie care se termind pe i - 1 are cost nenegativ),
extindem secventa care se terming cu V[i-1] folosind elementul v[i]: dp[i]=dp[i—1]+v[i],
deoarece dp[i—1]+v[i]>=v[i] (inca are rost sa extind);

o daca dp[i—1]<0 (cea mai buna solutie care se termina pe i - 1 are cost negativ), vom incepe
o noud secventa cu v[i], adicd dp[i]=v[i], deoarece v[i]>dp[i—1]+v[i], deci prin extindere
nu obtinem solutia maxima [58].

Nota:
v’ Intrucdt aceastd solutie presupune calculul iterativ (coloand cu coloand) a matricei dp,
complexitatea este liniara. De asemenea, se mai parcurge o data dp pentru a gasi maximul.
v' Astfel, avem complexitate temporala : T=0(n) si complexitate spariala : S=O(n).
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Exemplul 2
Fie un vector cu n obiecte (care nu pot fi taiate - varianta discreta a problemei). Fiecare obiect i are
asociata o pereche (wi,py) cu semnificatia:

* w; = weight; = greutatea obiectului cu numarul i;

*  pi = price; = pretul obiectului cu numdrul i, unde W;>=0 si p;i>0.
Un hot are la dispozitie un rucsac de volum infinit, dar care suportd 0 greutate maxima (notata cu W
- weight knapsack). El vrea sa gaseasca o submultime de obiecte pe care sa le introduca in rucsac,
astfel incat suma profiturilor sa fie maxima. Dacd hotul introduce in rucsac obiectul i, caracterizat de
(w;,pi), atunci profitul adus de obiect este p; (presupunem ca il vinde cu cdt valoreaza obiectul). Sa se
determine profitul maxim pentru zof [59].

Rezolvare:

Intrucat la fiecare pas trebuie sa refinem cea mai bund solutie folosind un prefix din vectorul de
obiecte, dar pentru ca trebuie sa punem o restrictie de greutate necesarda (ocupata in rucsac), solutia va
fi salvata intr-un tablou auxiliar definit astfel: dp[i][cap] = profitul maxim (profit RUCSAC) obtinut
folosind (doar o parte) din primele i obiecte si avand un rucsac de capacitate maxima cap.

Observatie:
% NU exista restrictie dacd in solutia mentionata de dp[i][cap] este folosit OBLIGATORIU
elementul i.
% Solutia problemei se gaseste in dp[n][W] (profitul maxim folosind (doar o parte) din primele n
elemente - adica toate; capacitatea maxima folosita este W - adica capacitatea maxima a
rucsacului).

Gasirea recurentei

1. Cazul de baza
»  Dacd avem o submultime vida de obiecte selectate, dp[0][cap]=0.
=  Daca nu alegem obiecte, atunci profitul este 0 indiferent de capacitate.
2. Cazul general
= dp[i][cap]="? Pentru aceasta presupune inductiv ca avem rezolvate toate subproblemele mai mici:
subprobleme mai mici inseamnd sd foloseasca mai putine obiecte sau un rucsac cu capacitatea
mai micd, vedem dacd prin folosirea obiectului i, obtinem cea mai bund solutie in dp[i][cap].
= NU folosesc obiectul i. n acest caz, o sd alegem cea mai bund solutie formatd cu celelalte i—1
elemente si aceeasi capacitate a rucsacului. Solutia generata de acest caz este urmdtoarea:
dp[i] [cap]=dp[i—1][cap].
= Folosesc obiectul i. Daca il folosesc, inseamna ca pentru el trebuie sa am rezervatd in rucsac o
capacitate egala cu w;, adica cind am selectat dintre primele i—1 elemente, nu trebuia sa ocup
mai mult de cap— wj din capacitatea rucsacului. Fata de subproblema mentionatd, castig in plus
Pi (profitul pe care il aduce acest obiect ). Solutia generata de acest caz este urmdtoarea:
dp[i] [cap]=dp[i— 1] [cap—wi]+pi. Reunind cele spuse mai sus, obtinem:
o dp[0][cap]=0, pentru cap=0:G ( de la 0 pdnd la G);
o dplil[cap]=max(dp[i—1],cap],dp[i—1][cap—wi]+pi), pentru i=1:n, cap=0:W;

Nota:
v Intrucat aceastd solutie presupune calculul iterativ (linie cu linie) a matricei dp, complexitatea este
polinomiala.
v’ Astfel, avem complexitate temporala : T=0(n*W) si complexitatea spatiala : S=O(n*W).
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8.3 Implementarea metodei de programare dinamica Ila
rezolvarea problemelor elementare

Problema 1: Cel mai lung subsir crescator de valori

Conditia problemei | Exemplu
Se citeste de la tastatura un vector | v:30 1 4 2 0 7 1 5 10 8 21 13
v cu n elemente numere intregi. Sa (P: 1 5445343 2 2 11
se afiseze lungimea celui mai lung [d: 0 4 6 6 7 98 9 1111 0 0
subsir de valori alese din v, astfel | ® Unde p[i] este lungimea maxima a unui subsir pand in punctul
fncc,it subsirul sad fie ordonat respectiv, care il contine pe v[i], iar d[i] este pozitia urmatorului
crescdtor sl sirul respectiv. element pentru reconstituirea subgirului maximal.

e Lungimea maxima este 5. Exista mai multe moduri de a scrie cel
mai lung subsir maximal in acest exemplu :
1) 147 8 21 3y 147 8 13
2) 1 4 7 10 21 4) 0 1 5 10 21,etc.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin ("intrare.txt");
int v[100], d[100], p[100], n, k;
void citire () {
int i;
£in>>n;
for (i=1l;i<=n;i++) £fin>>vI[i];
fin.close();

void afisare (int k) {
while (k>0) {
cout<v[k]<<" "; k=p[k];
}

void PDinamnica () {
int i, j, maxim, max2=n, poz;
d[n]=1; p[n]=0;
for(i=n-1;i>=1;i--){
poz=0; maxim=0;
for (j=i+l; j<=n; j++)
if (v[i]l<v[j] && d[j]>maxim) {
maxim=d[]j]; poz=];
}
d[i]=1l+maxim; p[i]=poz;
if (d[i]>d[max2]) max2=i;
}
cout<<"Lungimea maxima este: "<<d[max2]<<endl; afisare (max2)
}
int main() {
citire(); PDinamnica(); return O;

}

Rezultatele executiei:

Lungimea maxima este: 5
01510 21
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Problema 2: Combiniri de n luate cate m (se vor utiliza numere mari)

Conditia problemei \ Exemplu
Se citeste de la tastaturd 0 valoare | Fien = 3 sim = 2, vom avea 3 combinatii: 1 2; 13 si 2 3.
n, apoi se va citi o valoare m, | Fien = 10 sim =5, vom avea 252 combinatii.
Fien =100 sim =5, vom avea 75287520 combinatii.
Fien =200sim =10, vom avea 22451004309013280 combinatii.
Fien =300 sim =15, vom avea 7687875149867948862546720 combinatii.
Fien =1000si m =5, vom avea 8250291250200 combinatii.
Aceste calcule se pot efectua online accesdand link-ul de mai jos:
http://www.lotoxp.ro/calculatorCombinari.php

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
struct num({
unsigned char C[1200];
int n;
}; num A[1200] [1200];
void PDinamnica(num A, num B, num &S){ //S=A4B
int i,t,c,p;
if(A.n<B.n) {
p=B.n;//nr max de cifre
for (i=A.n+l1;i<=B.n;i++) A.C[i]=0;//completez cu 0

numerele m §i n sunt numere mari.
Sa se afiseze numarul de combinari
pentru valorile lui n si m, introduse
de la tastatura.

}
else {
p=A.n;//nr max de cifre
for (i=B.n+l;i<=A.n;i++) B.C[i]=0;//completez cu 0
}
t=0;

for (i=1;i<=p;i++) {
c=A.C[i]+B.C[i]+t; //adun cifra cu cifra
S.C[i]=c%10; t=c/10;

}
if(t==1) {
p++;  S.Cpl=t;
}
S.n=p;

}

void afisare(num A) {
for(int i=A.n;i>=1;i--)
cout<< (int)A.C[i];

}
int main() {
int n,k;
cout<<"Introduceti numerele n si k: "; cin>>n>>k;
A[0][0].n=1; A[O][0].C[1l]=1;
for (int i=1l;i<=n;i++)
for (int j=0;j<=i;j++)
if (3==0) {
A[i][j].n=1; A[i][3j].C[1]=1;
}
else PDinamnica(A[i-1][3j-1],A[i-1][]j]1,A[i]1[3])"
cout<<"Numarul de combinari de "<<n<<" luate cate '"<<k<<" este: ";
afisare(A[n] [k]); cout<<"\n"; return O;
}

Rezultatele executiei:

Introduceti numerele n si k: 10 5
Numarul de combinari de 10 luate cate 5 este: 252
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Problema 3: Secventa de suma maxima

Conditia problemei \ Exemplu
Se citeste un numar natural n $i apoi | v' Fie n=9 si vectorul: -2 11 -3 13 -10 4 -6 25 3
un vector cu n elemente intregi. | Secventa de suma maxima este: 11 -3 13 -10 4 -6 25 3
Determinati secventa din vector care | Secventa are suma egald cu 37
are suma elementelor maximd. v' Fie n=10 si vectorul: 30 4 -2 7 -1 5 10 -8 21 -13
Secventa de suma maxima este: 30 4 -2 7 -1 5 10 -8 21
Secventa are suma egalda cu 66

Implementare C++

#include <iostream>

#include <fstream>

using namespace std;

ifstream fin("intrare.txt");

ofstream fout("iesire.txt");

int afisare(int maxim) {
fout<<"\nSecventa are suma maxima egala cu: \t"<<maxim<<endl;
cout<<"\nSecventa are suma maxima egala cu: \t"<<maxim<<endl;

}
int main() {
int n,i,a[10000],s[10000]={0},maxim,im, jm;
£fin>>n;
for(i=1;i<=n;i++)
fin>>a[i];
maxim = a[l];
for (i=1;i<=n;i++) {
s[i]=a[i];
if(s[i]<s[i-1l]+a[i]) s[i]=s[i-1l]+a[i];
if (s[i]>maxim) {
maxim=s[i]; jm=i;
}
}
im=jm;
while (im>0 && s[im]>=0) im--;
im++;
afisare (maxim) ;
fout<<"Secventa de suma maxima este: \t\t";
cout<<"Secventa de suma maxima este: \t\t";
for (i=im;i<=jm;i++) {
fout<<a[i]kk" ";
cout<fal[i]<" ";
} cout<<"\n";
return O;

}

Rezultatele executiei:

Cazul 1

Secventa are suma maxima egala cu: 37

Secventa de suma maxima este: 11 -3 13 -10 4 -6 25 3
Cazul 2

Secventa are suma maxima egala cu: 66

Secventa de suma maxima este: 30 4 -2 7 -1 510 -8 21
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Problema 4: Numarul de submultimi cu k elemente dintr-o multime cu n elemente

Conditia problemei \ Exemplu

Se citeste un numar natural n si apoi | v Fien=10 si k=2, iarvectorul: 3 1 4 2 0 7 6 5 9 8

un vector cu n elemente intregi. | Numdrul de submultimi cu 2 elemente dintr-o multime cu 10
Determinati numarul de submultimi cu | elemente este: 45

k elemente din vectorul dat. v’ Fien=10 sik=3,iarvectorul: 3 1 4 2 0 7 6 5 9 8
Numdrul de submultimi cu 3 elemente dintr-o multime cu 10
elemente este: 120

v' Fien=10 si k=4, iarvectorul: 3 1 4 2 0 7 6 5 9 8
Numdrul de submultimi cu 4 elemente dintr-o multime cu 10
elemente este: 210

v' Fien=10 sik=5,iarvectorul: 3 1 4 2 0 7 6 5 9 8
Numdrul de submultimi cu 5 elemente dintr-o multime cu 10
elemente este: 252

Implementare C++

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("intrare.txt");
ofstream fout("iesire.txt");
int main () {
unsigned long int a[500] [500]={0};
int i,j,k,n;
/// citim din fisierul de intrare valorile lui n si k
fin>>n>>k;
a[0][0]=1;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=0;j<=i;j++)
if(3==0 || j==i) alill3jl=1l;
else a[i][jl=ali-1][jl+al[i-1][]-1];
/// afisarea rezultatului in fisierul de iesire
for (i=l;i<=k;i++){
fout<<"Numarul de submultimi cu "<<i<<" elemente dintr-o multime cu "<<n<<"
elemente este: \t";
fout<<a[n] [i]<<endl;
}
/// afisarea rezultatului la ecran
for (i=l;i<=k;i++){
cout<<"Numarul de submultimi cu "<<i<<" elemente dintr-o multime cu "<<n<<"
elemente este: \t";
cout<<a[n] [i]<<endl;
}
fin.close(); fout.close();
return 0;

Rezultatele executiei:

Numarul de submultimi cu 1 elemente dintr-o multime cu 10 elemente este: 10
Numarul de submultimi cu 2 elemente dintr-o multime cu 10 elemente este: 45
Numarul de submultimi cu 3 elemente dintr-o multime cu 10 elemente este: 120
Numarul de submultimi cu 4 elemente dintr-o multime cu 10 elemente este: 210
Numarul de submultimi cu 5 elemente dintr-o multime cu 10 elemente este: 252
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Problema 5: Cel mai lung subsir a doua siruri

Conditia problemei |
Se citesc dintr-un fisier doua siruri x
si 'y cu n, respectiv m elemente numere
intregi. Se cere sd se determine cel
mai lung subgir comun al celor doud
siruri si elementele comune sa se

Exemplu
v" Fie primul sirn=6 ,unde x: 30 15 12 10 60 12.
Fie al doilea sir n=6, unde y: 15 70 12 71 81 10.
Cel mai lung subsir a celo doua siruri este: 15 12 10
v Fie primul sir n=8 ,unde X: 30 25 13 70 60 12 19 21.
Fie al doilea sir n=6 , undey: 22 25 70 12 71 81 19.

afiseze in odinea inversa aparitiei lor
in aceste siruri.

Implementare C++

#include <iostream>

#include <fstream>

using namespace std;

ifstream fin("intrare.txt");

ofstream fout("iesire.txt");

int x[100],y[100],a[100][100],m,n,v[100] ,k;

void citire() {
int 1i,3;
fin>>n; for(i=l;i<=n;i++) fin>>x[i];
fin>>m; for(i=1;i<=m;i++) £fin>>y[i];
fin.close();

Cel mai lung subsir a celo doud siruri este: 25 70 12 19

}
int maxim(int x,int y) {
if (x>y) return x;
return y;
}
void PDinamnica () {
int 1i,3;
fout<<"Lungimea maxima este:
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++) {
if (x[i]==y[]j]) alilljl=ali-1]1[j-11+1;
else a[i] [j]l=maxim(a[i-1][]],ali][]-1]);

\t"; cout<<"Lungimea maxima este: \t";

}
fout<<a[n] [m]<<endl; cout<<a[n] [m]<<endl;

void afisare() {

int i,j;

k=a[n] [m];

fout<<"Solutia este: \t\t"; cout<<"Solutia este: \t\t";

for (i=1l;i<=n && k>0;i++) {

for (j=1;j<=m && k>0;j++) {
if (x[i]==y[3]1){
k--; fout<<x[i]<<" "; cout<<x[i]<" ";

}

}
}
int main () {
citire();
return O0;

PDinamnica(); afisare();

}

Rezultatele executiei:

Lungimea maxima este: 4
Solutia este: 25 70 12 19
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Problema 6: Suma maxima si minima din matrice

Conditia problemei Exemplu

Se citeste un numdr natural n (2<=n<=2() si apoi 0 matrice cu

parcurgdnd matricea din coltul (n,1) in coltul (1,n).
Pentru citire se va folosi un fisier de intrare, iar pentru afisare
se va folosi un alt fisier.

n linii i n coloane avdnd elementele numere intregi cu cel mult Date de intrare Date de iegire
4 cifre fiecare. Parcurgerea matricii se face din coltul (n,1) spre | | 4 63
colwul (1,n) si se poate face pe directiile: nord, nord-est si est. 123-5 19
a) Afisati numarul de moduri in care se poate ajunge din coltul Z ;1 g i
(n,1) in coltul (1,n). -
. ’ .. N . -2 819
b) Afisati suma maxima (minimd) care se poate obtine

}

(1,

(1,

Implementare C++

#include <iostream>

#include <fstream>

using namespace std;

ifstream fin("intrare.txt");

ofstream fout("iesire.txt");

int A[20][20] ,n,m,D[20][20],S1[20][20],S2[20][20];
int main () {

£fin>>n;

for(int i=1;i<=n;i++)
for (int j=1;j<=n;j++)
£fin>>A[i] [j];

fout<<"Numarul de moduri in care se poate ajunge din punctul ("<<n<<",1l) in

"<<n<<") :\n\t";

cout<<"Numarul de moduri in care se poate ajunge din punctul ("<<n<<",1l) in

"<<n<<") :\n\t";

for (int i=n;i>=1;i--)

for (int j=1;j<=n;j++)

if (i==n || j==1) D[il[j]=1;

else D[i] [§]1=D[i] [j-11+D[i+1][j-11+D[i+1]1[3];

fout<<D[1l] [n]<<endl;

cout<<D[1l] [n]<<endl;

fout<<"Suma maxima care se poate obtine parcurgand matricea din
(1,"<<n<<") :\n\t";

cout<<"Suma maxima care se poate obtine parcurgand matricea din
(1,"<<n<<") :\n\t";

for (int i=n;i>=1;i--)

for (int j=1;j<=n;j++)

S1[i][j]1=A[i][j]+max (max(S1[i][]j-1],S1[i+1][]-1]1),S1[i+1][3]);

fout<<S1[1l] [n]<<endl; cout<<S1l[1l][n]<<endl;

fout<<"Suma minima care se poate obtine parcurgand matricea din
(1,"<<n<<") :\n\t";

cout<<"Suma minima care se poate obtine parcurgand matricea din
(1,"<<n<<") :\n\t";

for(int i=n;i>=1l;i--)

for (int j=1;j<=n;]j++)

S2[i][j]1=A[i][j]+min(min(S2[i][]j-1],82[i+1][]-1]1),S2[i+1][3]);

fout<<S2[1l] [n]<<endl; cout<<S2[1l][n]<<endl;

punctul ("<<n<<", 1)

punctul ("<<n<<",1)

punctul ("<<n<<",1)

punctul ("<<n<<",1)

Rezultatele executiei:

Numarul de moduri in care se poate ajunge din punctul (4,1) in (1,4)

63

Suma maxima care se poate obtine parcurgand matricea din punctul (4,1) in (1,4)

19

Suma minima care se poate obtine parcurgand matricea din punctul (4,1) in (1,4)

-4
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Problema 7: Suma maxima intr-un triunghi de numere

Conditia problemei Exemplu

Se dau n(n+1)/2 numere naturale aranjate intr-un triunghi
format din elementele de sub si de pe diagonala unei matrici Date de intrare Date de iesire

patratice de ordin n. Se calculeaza sume pornind din elementul || 6 17
de pe prima linie prin deplasari in vecinii de sub si din dreapta. | | 2 2366
Gdsifi suma maxima care se poate calcula astfel si care sunt || 3 °
valorile din care se obtine aceastd sumda maxima. g 2 f A
78219
253178

Implementare C++

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("intrare.txt");
ofstream fout("iesire.txt");
void citire(int &n, int a[100][100]) {
int i,3;
fin>>n;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;3j<=1i;j++)
fin>>a[i] [j];

}
void drum(int n, int a[100][100], int s[100][100], int i, int j){
if (i>1) {
if (s[i][j]1-s[i-1][j-11==a[i]l[j]) drum (n,a,s,i-1,j-1);
else drum (n,a,s,i-1,3);
fout<<a[i] [j]I<<" "; cout<<a[i] [JI<<" ";
}
else {
fout<<a[l][1l]<<" ";
cout<<a[l][1l]<<" ";
}
}

int main () {
int i,3j,a[100][100],n,s[100][100] ,maxx=0,mj;
citire(n,a);
s[1][1]=a[1][1];
for (i=2;i<=n;i++)
for (j=1;j<=i;j++)
if(j==1) s[il[jl=s[i-1]1[jl+alil[3];
else if (j==i) s[i][jl=s[i-1][3-1]+al[il[3j];
else if(s[i-1][j1<s[i-1]1[3j-11) s[il[jl=alil[jl1+s[i-11[3-11;
else s[i][jl=a[i] [j]+s[i-1]1[]];
for (j=1;j<=n;j++) if(s[n][j]>maxx) { maxx=s[n][j]; mj=j;}
fout<<maxx<<endl;
cout<<"Suma maxima care se poate calcula este: \t\t"<<maxx<<endl;
cout<<"Valorile din care s-a obtinut suma maxima sunt: \t";
drum(n,a,s,n,mj); cout<<endl;
fin.close(); fout.close(); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Suma maxima care se poate calcula este: 32
Valorile din care s-a obtinut suma maxima sunt: 2544098
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Problema 8: Muncitorii la culesul alunelor

Conditia problemei Exemplu

O pddure este impartita in n*m zone, in fiecare zonga creste cdte

un alun. Din fiecare alun cade pe jos o cantitate de alune Date de intrare Date de iesire
estimatd in kg. In zona stangd sus se afld o echipd de muncitori | [ 7 7 23

care doresc sa ajunga in zona dreapta jos pentru a puteapleca || 0 2 1 2 1 1 0

acasd. Muncitorii se pot deplasa doar in doud directii: in jos || 0 1 1 0 0 01

sau spre dreapta. Determinayi cantitatea maxima de alune pe || 1 0 1 4 0 00

care le poate aduna echipa de muncitori prin deplasarea din 8 ; 1 8 (5) g :1%

pozifia inifiala in cea dorita. Citirea datelor se face dintr-un || . o | o 1 5 ;

fisier de intrare, care contine pe prima linie dimensiunile || o 1 1 0 o0 0 1

pddurii, adica n si m, iar apoi cantitatea de alune din fiecare

dintre cele n*m zone. Afisati cantitatea maxima de alune a
muncitorilor cu care pot incheia ziua de muncd. Reprezentati
aceastd cantitate in procente fata de cantitatea totala de alune
din padure.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("intrare.txt");
ofstream fout("iesire.txt");
int a[100][100] ,n,m,i,j,s=0;
double raport;
int main () {
£in>>n>>m;
for (i=1;i<=n;i++)
for (3=1;3<=m; j++) {
fin>>a[i] [j];
s+=a[i] [j]; /// cantitatea totala de alune din padure
}
cout<<"\nCantitatea totala de alune din padure este: \t\t"<<s<<" kg.";
cout<<"\nCantitatea maxima de alune a muncitorilor este: \t";
for (i=1l;i<=n;i++)
for (j=1;j<=m;j++) {
if(a[i-1]1[j1>ali]l[3-1]) alilljl=alilljl+ali-1]1[31~
else a[i][jl=alil[jl+alil[]-1];
}
fout<<a[n] [m]; cout<<a[n][m]<<" kg.";
cout<<"\nMuncitorii au depus un efort pe parcursul zilei: \t";
raport= double (a[n][m])/s;
cout<<raport*100<<" %.";
cout<<"\nMuncitorilor le-au ramas pentru ziua urmatoare: \t";
raport= double (a[n][m])/s;
cout<<100- (raport*100)<<" %.";
fin.close(); fout.close();
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Cantitatea totala de alune din padure este: 49 kg.
Cantitatea maxima de alune a muncitorilor este: 23 kg.
Muncitorii au depus un efort pe parcursul zilei: 46.9388 %.
Muncitorilor le-au ramas pentru ziua urmatoare: 53.0612 %.
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Problema 9: Pionul si tabla de sah.

Conditia problemei Exemplu

O tabla de sah se citeste ca o matrice n*n in care pozitiile libere
au valoarea 0, iar piesele sunt marcate prin valoarea 1. Pe Date de intrare Date de iesire

prima linie, pe coloana js se afla un pion. Sa se determine || 5 3 4
drumul pe care poate ajunge pionul pe ultima linie ludnd un || 0 0 0 0 0 13
numdar maxim de piese. Pozifia initiald a pionului se considerg || 0 1 0 1 0 2 2
libera. Pionul aflat in pozitia i,j se poate deplasa astfel: 01111 33
- in pozitia i+1,j daca e libera; 00011 4 4
’ ’ ’ 01011 5 5

- in pozitia i+1, j-1 daca este piesd in aceasta pozitie;
- in pozitia i+1, j+1 daca este piesa in aceasta pozitie.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
ifstream fin("intrare.txt");
ofstream fout("iesire.txt");
int n,i,j, a[50][50], <c[50][50],b[50][50],is,]s;
void citire() {
int i,j; f£in>>n>>js; is=1;
for (i=1;i<=n;i++)
for (j=1;j<=n;j++) find>>ali]l[j]:

void PDinamnica () {
int i,j; bl[is][js]=1;
for (i=2;i<=n;i++) {
for (j=1;j<=n;j++){
if(a[i] [j]==0){
if(b[i-1][31>0){ c[i][jl=c[i-1]1[3]; b[i][jI=1;}
}
else if(c[i-1][j-1]>c[i-1][3+1]){
if(b[i-1][3j-11>0){ c[i][jl=c[i-1][j-11+1;b[i][j]I=1;}
else if (b[i-1][j+1]>0){ c[i]l[j]l=c[i-1]1[j+1]1+1;b[i][]j]1=1;}
}
else {
if(b[i-1][j+1]>0){ c[i][jl=c[i-1][j+1]+1;b[i][j]I=1;}
else if (b[i-1][j-1]1>0){ c[i]l[j]l=c[i-1]1[j-1]1+1;b[i][]]1=1;}

}

void drum(int i, int j) {

if(i==1) fout<<i<k<" "<<j<<endl;

else(
if(a[i] [3]1==0) drum(i-1,3);
else if(c[i-1][j-1]+1==c[i][]j]) drum(i-1,3-1);

else drum(i-1,3j+1);

fout<<ik<" "<<j<<endl;

}

void afis() {
int max=0, jm;
for (j=1;j<=n;j++)
if(c[n][j]>max) { max=c[n][j]; jm=3j; }
fout<<max<<endl; drum(n,jm);

}

int main () {
citire(); PDinamnica(); afis();
fin.close(); fout.close(); return 0;
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Problema 10: Taierea unei tije

Conditia problemei Exemplu

Avand in vedere o tija de lungime n si un vector de preturi care

contine preturi la toate piesele cu dimensiuni mai mici decdt n, Date de intrare Date de iesire
determinati valoarea maxima si cea minimd obtinutd prin || 5 13
tdierea tijei si vanzarea pieselor. 12345 7
V' Dacad lungimea tijei este 5 si valorile diferitelor piese sunt || 2 5 8 9 7
date, atunci valoarea maxima obtinuta este 13 (prin tdierea 6 15
A o <. . . 123456 2
in doud bucati de lungimi 2 si 3). 5518 ¢4

Implementare C++

#include <iostream>
#include<limits.h>
using namespace std;
int taiere_maxima (int pret[], int n){
if (n <= 0) return O;
int max_val = INT_MIN;
for (int i = 0; i<n; i++)
max_val = max(max val, pret[i] + taiere maxima (pret, n-i-1));
return max_val;
}
int taiere_minima(int pret[], int n){
if (n <= 0) return O0;
int min_val = INT_ MAX;
for (int i = 0; i<n; i++)
min_val = min(min_val, pret[i] + taiere_minima(pret, n-i-1));
return min_val;
}
int main() {
int al[] = {2, 5, 8, 9, 7};
int size = sizeof (al)/sizeof(al[0]);
cout<<"Cazul 1: ";
cout<<"\n\tValoarea maxima obtinuta este: \t"<< taiere maxima(al, size);
cout<<"\n\tValoarea minima obtinuta este: \t"<< taiere minima(al, size);
getchar () ;

cout<<"\nCazul 2: ";

int a2[] = {2, 5, 1, 8, 6, 4};

size = sizeof (a2)/sizeof (a2[0]);

cout<<"\n\tValoarea maxima obtinuta este: \t"<< taiere maxima (a2, size);
cout<<"\n\tValoarea minima obtinuta este: \t"<< taiere minima (a2, size);
getchar () ;

return 0;

Rezultatele executiei:

Cazul 1:
Valoarea maxima obtinuta este: 13
Valoarea minima obtinuta este: 7

Cazul 2:
Valoarea maxima obtinuta este: 15
Valoarea minima obtinuta este: 2
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1

Date de intrare Date de iesire

Numerele urdte sunt numere ai caror unici factori primi sunt 2, 3
sau 5. Secventa 1, 2, 3,4, 5, 6,8, 9, 10, 12, 15, ... arata primele 11
numere urdte. Prin conventie, 1 este inclus. Fiind dat un numdar n,
sarcina este de a gasi cel de-al n-lea numar urdt.

7 8

10 12
15 24
150 5832

Problema 2

Date de intrare

Numerele Fibonacci sunt numerele din urmdtoarea secventda de
numere intregi: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, etc. In
termeni matematici, secventa Fn a numerelor Fibonacci este
definita prin relatia de recurenta: Fn = Fn-1 + Fn-2, cu valori
initiale: FO = 0 si F1 = 1. Fiind dat un numar n, sarcina este de a
gdsi cel de-al n-lea numdar Fibonacci.

Date de iesire

9 34

15 610

30 832040

45 1134903170

Problema 3

Date de intrare

Numerele Catalane sunt numerele din urmdtoarea secventd de

numere intregi: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, etc.

Numerele Catalane satisfac urmatoarea formula recursiva:

1 (Zn) o 2)! Aa+k
(

" nt+1l\n n+1)!n!_k:2 k

Fiind dat un numar n, sarcina este de a gasi cel de-al n-lea numar
Catalan.

Date de iesire

5 42

9 4862

12 208012

15 9694845

25 43422380
35 2527522190

Problema 4

Date de intrare ‘ Date de iegire

Fiind dat un numar n, n> 0, care indica numarul de cifre, sarcina
este de a gasi numarul total de numere intregi pozitive cu n cifre,
care nu au o naturd descrescdatoare. Un numar intreg care nu
descreste este unul in care toate cifrele de la stanga la dreapta
sunt intr-o formd nedescrescatoare, exemplu: 1234, 1135, etc.
Zerourile principale conteazd, de asemenea, in numere intregi
care nu scad, cum ar fi: 0000, 0001, 0023, etc., sunt de asemenea,
numere intregi cu 4 cifre care nu descresc [60].

1 10

2 55

4 715

10 92378
12 293930
15 1307504

Problema 5

Date de intrare ‘ Date de iesire

Numim un numdr zecimal monoton daca: D [i] <= D [i + 1],
unde 0 <=i <=| D |. Scrieti un program care are un numar pozitiv
n la intrare §i returneaza un numar de zecimale de lungime n care
sunt strict monotone. Numdrul nu poate incepe cu 0.

2 36
3 84
4 126
9 1

Problema 6

Cea mai lunga subsecventa Zig-Zag presupune de a gasi lungimea
celei mai lungi subsecvente a secventei date, astfel incdt toate
elementele acesteia sa alterneze. Dacad o secventd {xI, x2, .. xn}
alterneaza o secventd, atunci elementul ei satisface una dintre
urmatoarele relatii: X1 <Xp> X3 <X4> X5 <... Xy SaU  X;> Xp <Xz>
Xq4 <X5=> ... Xp .

Date de intrare

Date de iesire

1514 3
145 2
24091 3
249157 4
289765 3
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Problema 7

Date de intrare ‘ Date de iesire

Fiind date numerele n si m. Sarcina este de a gasi numarul de
modalitati prin care numerele mai mari sau egale cu m pot fi
adaugate pentru a obtine suma n.

31 3
51 7
15 3 17

Problema 8

Date de intrare

Fiind dat un numar N, gasiti numdrul de modalitati prin care
puteti desena N coarde intr-un cerc cu 2 * N puncte, astfel incat sa
nu se intersecteze 2 acorduri. Doud moduri sunt diferite dacd
existd o coardd care este prezentd intr-un fel si nu in alta.

Date de iesire

1 1

3 5

5 42
7 429

Problema 9

Fiind data o multime de m numere intregi pozitive distincte §i o
valoare ,,N”. Problema consta in numararea numarului total de
modalitati prin care putem forma ,,N” realizand suma elementelor
tabloului. Repetarile si acordurile diferite sunt permise.

156

Date de intrare ‘ Date de iesire
7 6

14
12 319

150

Problema 10

Problema este sa numarati toate cdile posibile de la stanga sus la
dreapta jos a unei matrice m*n cu constrdangerile ca de la fiecare
celuld puteti muta doar spre dreapta sau in jos.

Date de intrare ‘ Date de iesire
2 2 2

34

10

53

15

Problema 11

Avdnd inaltimea h, numarati si afisati numdarul maxim de arbori
binari echilibrati posibil cu inaltimea h. Un arbore binar
echilibrat este acela in care pentru fiecare nod, diferenta dintre
inaltimile din subarborele stding si drept nu este mai mare decdt 1.

Date de intrare ‘ Date de iesire
3 15

315

108675

4
5
6

878720798

Problema 12

Va aflati pe un punct (n, m) si doriti sa mergeti la origine (0, 0)
facdnd pasi fie spre stanga, fie in jos, adica din fiecare punct aveti
voie sd va deplasati fie in (n-1, m), fie in (n, m-1). Gasiti numdrul
de cai de la un punct la origine.

Date de intrare ‘ Date de iesire
2 2 6

23 10
36 84
45 126

Problema 13

Luati in considerare un joc in care un jucdtor poate inscrie 3 sau
5 sau 10 puncte intr-o miscare. Avand un punctaj n total, gasiti un
numdr de moduri de a atinge scorul dat.

Date de intrare ‘ Date de iesire
15 3

35

8

69

19

Problema 14

Un copil urca o scara cu n trepte si poate sari fie I pas, 2 pasi sau
3 pasi simultan. Aplicati metoda programarii dinamice pentru a
numdra in cdte moduri posibile copilul poate urca scarile.

Date de intrare ‘ Date de iesire
3 4

4

7

5

13
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8.4 Implementarea metodei de programare dinamica la
rezolvarea problemelor complexe

Problema 1: Submultimi de sume egale

Conditia problemei \ Exemplu
Problema partitiei consta in a |vY Fie avem vectorul: 1, 5, 11, 5. Ca rezultat obtinem partitionarea
determina daca o multime data care confirmd aceastd posibilitate, astfel avem multimile: {1, 5, 5}
poate fi partitionata in doud si {11}
submultimi, astfel incdt suma | v' Fie avem vectorul: 1, 3, 15, 5, 9. Ca rezultat nu obtinem
elementelor din ambele submultimi partitionarea care confirma aceastda posibilitate, astfel nu putem
sd fie aceeasi. forma multimile.

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;

bool Exista (int arr[], int n, int sum) {

if (sum == 0) return true;

if (n == 0 && sum !'= 0) return false;

if (arr[n-1] > sum) return Exista (arr, n-1, sum);

return Exista (arr, n-1, sum) || Exista (arr, n-1, sum-arr[n-1]);

}

bool Partitionare (int arr[], int n) {
// Calculam suma elementelor din tablou
int sum = 0;
for (int i = 0; i < n; i++)
sum += arr[i];
// Daca suma nu este para, nu pot exista doua submultimi cu sume egale
if (sum%2 '= 0) return false;
return Exista(arr, n, sum/2);

}

int main() {
cout<<"Cazul 1:\n\t";
int al[] = {1, 5, 11, 5};int n = sizeof(al)/sizeof(al[0]);
for (int i=0;i<n;i++) cout<<all[i]l<" ";
if (Partitionare(al, n) == true)
cout << "\n\tMultimea poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.";
else cout << "\n\tMultimea nu poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.";
cout<<"\nCazul 2:\n\t";
int a2[] = {1, 3, 15, 5, 9}, m = sizeof (a2)/sizeof(a2[0]):;
for (int i=0;i<m;i++) cout<<a2[i]l<" ";
if (Partitionare (a2, m) == true)
cout << "\n\tMultimea poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.";
else cout << "\n\tMultimea nu poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.";
return O;

}

Rezultatele executiei:

Cazul 1:

15115

Multimea poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.
Cazul 2:

1315509

Multimea nu poate fi divizata in doua submultimi de sume egale.
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Problema 2: Secventa palindrom de lungime maxima

Conditia problemei | Exemplu
Fiind dat wun cuvdnt, gasiti | v Fie cuvdntul: PORTOCALA, pentru acest cuvint vom gasi
lungimea celei mai lungi secvente segvente (cuvinte) palindromice de maxim 3 caractere.
palindromice. v Fie cuvantul: MATEMATICA, pentru acest cuvant vom gasi

segvente (cuvinte) palindromice de maxim 5 caractere.
v' Fie cuvintul: ELECTRONEGATIVITATE, pentru acest cuvdnt
vom gasi segvente (cuvinte) palindromice de maxim 11 caractere.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>

using namespace std;

/// O functie pentru a obtine maximum de la doua numere intregi
int max (int x, int y) {
return (x > y)? x : y;

}

/// Returneaza lungimea celei mai lungi secvente palindromice
int lps(char *str) {
int n = strlen(str), i, j, cl;
/// Cream un tabel pentru a stoca rezultatele subproblemelor
int L[n][n];
/// Sirurile cu lungimea 1 sunt palindrom de lungime 1
for (i = 0; i < n; i++)
L[i][i] = 1;
for (cl=2; cl<=n; cl++){
for (i=0; i<n-cl+1; i++) {

j = itcl-1;
if (str[i] == str[j] && cl == 2) L[il[j] = 2;
else if (str[i] == str[j]) L[il[j] = L[i+1][j-1] + 2;

else L[i][]j] = max(L[i]l[j-1], L[i+1]1([31);
}
}
return L[O] [n-1];
}
int main () {
char sl1[] = "PORTOCALA", s2[] = "MATEMATICA", s3[] = "ELECTRONEGATIVITATE";
cout<<"Cazul 1:\n\t";
cout<<sl<<"\n\tLungimea maxima a secventei palindromice este: "<<1lps(sl);
getchar () ;
cout<<"Cazul 2:\n\t";
cout<<s2<<"\n\tLungimea maxima a secventei palindromice este: "<<1lps(s2);
getchar() ;
cout<<"Cazul 3:\n\t";
cout<<s3<<"\n\tlLungimea maxima a secventei palindromice este: "<<1lps(s3);
getchar(); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Cazul 1:

PORTOCALA

Lungimea maxima a secventei palindromice este: 3
Cazul 2:

MATEMATICA

Lungimea maxima a secventei palindromice este: 5
Cazul 3:

ELECTRONEGATIVITATE
Lungimea maxima a secventei palindromice este: 11
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Problema 3: Numarul maxim de secvente palindrom

Conditia problemei | Exemplu
Fiind dat un cuvant, gasifi cate | v Peptry cuvantul “ABCD”, vom avea solufia egald cu 4,
secvenye pallndrorrllce (care nu deoarece identificam urmatoarele subsecvente: “A”, “B”, “C”
trebuie neaparat sa fie distincte) i “D”.

pot fi formate din cuvdntul dat. v
Retineti ca un sir gol nu este
considerat palindrom.

Pentru cuvantul “AAB”, vom avea solutia egald cu 4, deoarece
identificam urmatoarele subsecvente: “A”, “A”, “B” si “AA”.

v' Pentru cuvintul “AABC”, vom avea solutia egald cu 5,

deoarece identificam urmadtoarele subsecvente: “A”, “A”,
IKBJ), ((C’) sl’ (KAA J).
Implementare C++

#include<iostream>
#include<cstring>

using namespace std;

int countPS (string str) {
int N = str.length() ;
int cps[N+1] [N+1];
memset(cps, 0 ,sizeof(cps)):;

// palindrom de lungimea 1
for (int i=0; i<N; i++)
cps[il[i] = 1;

// verificam subsecventa de lungime L daca este palindrom
for (int L=2; L<=N; L++) {
for (int i=0; i<N; i++){
int k = L+i-1;
if (str[i] == str[k]) cps[i] [k] = cps[i] [k-1] + cps[i+1l][k] + 1;
else cps[i] [k] = cps[i] [k-1] + cps[i+1][k] - cps[i+1] [k-1];
}
}
return cps[0] [N-1];
}

int main() {
string str = "PORTOCALA";
cout << "Cuvantul introdus este: "<< str << endl;
cout << "Numarul maxim de secvente palindromice este: ";
cout<< countPS(str) << endl;
return O;

}

Rezultatele executiei:

Cuvantul introdus este: PORTOCALA
Numarul maxim de secvente palindromice este: 14

Nota:
v’ Fie cuvdntul: PORTOCALA, pentru acest cuvint vom gasi 14 segvente (cuvinte) palindromice ce pot
fi formate.
v’ Fie cuvdntul: MATEMATICA, pentru acest cuvdnt vom gasi 38 segvente (cuvinte) palindromice ce
pot fi formate.
v’ Fie cuvantul: ELECTRONEGATIVITATE, pentru acest cuvant vom gasi 378 segvente (cuvinte)
palindromice ce pot fi formate.
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Problema 4: Cea mai lunga crestere a succesiunii consecutive

Conditia problemei | Exemplu
Fie ca avem n elemente, scriefi un | v pentru vectorul: 310 311 4 56 7 8 12, vom avea drept solufie
program . care ”1{‘1”?5"@ cea mai urmadtorul vector: 3 4 5 6 7 8, deoarece este cea mai lungd
lunga subsecventa in crestere a subsecventd in crestere al carei element adiacent diferd cu unul.

carei diferenta de element adiacent v

este una. Pentru vectorul: 6 7 8 3 4 5 9 10, vom avea drept solutie

urmatorul vector: 6 7 8 9 10, deoarece este cea mai lungd
subsecventd in crestere al carei element adiacent difera cu unul.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>
#include <unordered map>

using namespace std;

void PDinamnica (int a[], int n){
// stocheaza indicele de elemente
unordered map<int, int> mp;
// stocheaza lungimea celei mai lungi secvente care se termina cu a[i]
int dp[n];
memset (dp, 0, sizeof(dp)):
int maximum = INT_ MIN;
// repetam pentru toate elementele
int index = -1;
for (int i = 0; i < n; i++){
// daca a[i]-1 este prezent inainte de a i-lea indice
if (mp.find(a[i] - 1) !'= mp.end()) {
// ultimul index pentru a[i]-1
int lastIndex = mp[a[i] - 1] - 1;
// relatie
dp[i] = 1 + dp[lastIndex];
}
else dp[i] = 1;
mpl[a[i]] =1 + 1;
// stocheaza cea mai lunga lungime
if (maximum < dp[i]) {
maximum = dp[i]; index = i;
}
}
for (int curr = a[index] - maximum + 1; curr <= a[index]; curr++)
cout << curr << " ";

}

int main () {
int a[] = { 3, 10, 3, 11, 4, 5, 6, 7, 8, 12 };
int n = sizeof(a) / sizeof(a[0]); cout<<endl;
cout<<"Elementele vectorului introdus sunt:\t";
for (int i=0; i<n;i++)

cout<<a[i]<<" "; cout<<endl;

cout<<"Elementele vectorului solutie este:\t";
PDinamnica(a, n); cout<<endl;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Elementele vectorului introdus sunt: 3103 11 456 7 8 12
Elementele vectorului solutie este: 345678
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Problema 5: Programarea ponderata a ofertelor de munca

Conditia problemei
Fie ca avem n locuri de munca in
care fiecare loc de munca este
reprezentat de urmdrirea a trei
elemente caracteristici ale
acesteia: Timp de inceput, Timp de
sfarsit si Profit. Gasiti multimea de
profit maxim al locurilor de munca

| Exemplu

Fie ca avem n=4 oferte de munca cu caracteristicile de mai jos:
Oferta 1: {8, 9, 50}; Oferta 2: {10, 12, 25}; Oferta 3: {13, 18, 100};
Oferta 4: {9, 20, 200};

Pentru aceste oferte obfinem un profit maxim de 250.

Putem obtine profitul maxim programdnd ofertele de munca 1 si 4.
Retineti ca exista posibilitatea de a programa mai multe oferte de
muncad: 1, 2 si 3, dar profitul cu acest program este de 50 + 25 +

astfel incat sa nu se suprapund | 100, care este mai mic de 250.

doua locuri de munca din multime.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <algorithm>
using namespace std;
struct Job{
int start, finish, profit;

};

bool verificare(Job sl, Job s2) {
return (sl.finish < s2.finish);

}

int cautareBinara(Job jobs][],
int lo = 0, hi
while (lo <= hi){
int mediu (lo + hi) / 2;
if (jobs[mediu].finish <= jobs[index].start) {
if (jobs[mediu + 1].finish <= jobs[index].start) lo
else return mediu;

int index) {
index - 1;

mediu + 1;

}

else hi

mediu - 1;
}

return -1;

int Profit(Job arr[], int n){

sort(arr, arr+n, verificare);

int *tabel new int[n];

tabel[0] arr[0] .profit;

for (int i=1; i<n; i++){
int inclProf arr[i] .profit, 1
if (1 '= -1) inclProf += tabel[l];
tabel[i] max (inclProf, tabel[i-1]);

cautareBinara (arr, i);

}

int result tabel[n-1];
delete[] tabel;

return result;

}

int main() {
Job a[] = {{8, 9, 50}, {10, 12,
int n = sizeof(a)/sizeof(a[0]);
cout << "Profitul optimal este:

25}, {13, 18, 100}, {9, 20, 200}};

" << Profit(a, n);
}

Rezultatele executiei:

Profitul optimal este: 250

259



Problema 6: Numarul de cii cu exact k monede

Conditia problemei | Exemplu
Fie ca avem o matrice in care | Fie ca avem k=12 si matricea:
fiecare celuld are un numar de 123
monede. Numdrati numarul de é gi

modalitati de a ajunge in partea

dreaptd jos din partea stanga sus Sovl.u,tla acestei pr .obleme eﬁte: 2
cu exact k monede. Putem trece la | Cdile pentru a atinge numarul de monede sunt:

(i+1,j)si(ij+ 1) dintr-o celula = 12621

Implementare C++

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>

#define R 9 //randul
#define C 5 // coloana
#define MAX K 1000

using namespace std;

int dp[R] [C] [MAX K];
int calea(int mat[][C], int m, int n, int k){

if mMm< 0 || n < 0) return O;
if (m==0 && n==0) return (k == mat[m][n]);
if (dp[m][n][k] '= -1) return dp[m][n][k];

dp[m] [n] [k] = calea(mat,m-1,n,k-mat[m][n]) + calea(mat,m,n-1,k-mat[m][n]);
return dp[m] [n] [k];
}

int PDinamnica(int mat[] [C], int k) {
memset (dp, -1, sizeof dp);
return calea(mat, R-1, C-1, k);

}
int main() {
int k;
int mat[R][C] = { {1, 2, 3, 4, 5},
{2, 3, 4, 5, 6},
{3, 4, 5, 6, 7},
{0, 1, 2, 3, 4},
{8, 6, 4, 2, 0},
{9, 7, 5, 3, 1},
{1, 0, 3, 2, 7}

}i
cout << "Introdu numarul de monede: \t"; cin>>k;
system ("CLS") ;
cout << "\nNumarul de monede introduse este: \t"<<k;
cout << "\nNumarul solutiilor pentru "<<k<<" monede: \t";
cout << PDinamnica (mat, k);
return O;

}

Rezultatele executiei:

Numarul de monede introduse este: 24
Numarul solutiilor pentru 24 monede: 30
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Problema 7: Numirul de tripletele a caror suma este egali cu un cub perfect

Conditia problemei Exemplu

Fie ca avem un vector de n numere | Fie cd avem n=>5 si vectorul: 25120 6
intregi, numarati toate tripletele diferite a | Solutia acestei probleme este: 3
caror sumd este egalda cu cubul perfect | Existd doar 3 triplete a caror suma totald este un cub perfect.

adica, pentru orice i, j, k (i <j <k) | Indici Valori Suma
indeplinesc conditia ca a [i] +a [j] +a |0 1 2 251 8
[j] = X3 unde X este orice numar intreg. 013 2 520 27

2 3 4 1 20 6 27

3<n <1000, 1<a i j kj <5000

Cunoastem ca 8 si 27 sunt cuburile perfecte ale lui 2 si 3.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <math.h>

using namespace std;
int dp[1000] [15000] ;

void numarare (int arr[], int n){
for (int i = 0; i < n; ++i) {
for (int j = 1; j <= 15000; ++3j){
if (i == 0) dpl[il[j] = (j == arr[il);
else dp[il[j] = dpli - 11[3] + (arr[i] == j);

}

int PDinamnica(int arr[], int n){
numarare (arr, n);
int ans = 0; // initializarea raspunsului
for (int i = 0; i < n - 2; ++i){
for (int j =i+ 1; j<n-1; ++3j){
for (int k = 1; k <= 24; ++k){
int cube = pow(k,3); // adica k * k * k;
int rem = cube - (arr[i] + arr[]j]):
if (rem > 0) ans += dp[n - 1] [rem] - dp[]j][rem];

}
}

return ans;

}

int main() {
int a[] = { 2, 5, 1, 20, 6 };
int n = sizeof(a) / sizeof(a[0]);
cout<<"Elementele vectorului introdus sunt:\t";
for (int i=0; i<n;i++)
cout<<a[i]<<" "; cout<<endl;
cout<<"Numarul de triplete a caror suma este egala cu un cub perfect este:\t";
cout << PDinamnica(a, n);
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Elementele vectorului introdus sunt: 25120 6
Numarul de triplete a caror suma este egala cu un cub perfect este: 3

261



- . o o -

Problema 8: Valoarea maximai si minima ale unei expresii algebrice

]

Conditia problemei Exemplu

Fie ca avem o expresie algebrica ce are | Fie ca avem n=2, m=2 si vectorul: 12 3 4

urmatoarea forma: (X1 + x2 + x3 +.. + | Solutia acestei probleme este: 25 21

Xn) * (I + y2 +. + Ym) si (n + m) | Expresia este (xI + x2) * (vl + y2) si numerele intregi date
numere intregi. Gasiti valoarea maxima | sunt 1, 2, 3 si 4. Atunci valoarea maximd este (1 +4) * (2 +
si cea minimd a expresiei folosind | 3) =25, iar valoarea minimd este (4 + 3) * (2 + 1) =21.
numerele intregi. Constrdngeri: n <= 50,
m <= 50, -50 <= x1, x2, .. xn <= 50.

Implementare C++

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define INF le9

#define MAX 50

int PDinamnica(int a[], int n, int m) {
int suma = 0;
for (int i = 0; i < (n + m); i++){
suma+= a[i]; a[i] += 50;
}
bool dp[MAX+1] [MAX * MAX + 1];
memset (dp, 0, sizeof(dp)):
dp[0] [0] = 1;
// daca dp[i] [j] este adevarat, inseamna ca este posibil sa selectam numerele i din
numere (n+m) pana la j
for (int i = 0; i < (n + m); i++){
// k poate avea valoarea maxim n, deoarece expresia din stanga are n numere
for (int k = min(n, i + 1); k >= 1; k--){
for (int j = 0; j < MAX * MAX + 1; j++)({
if (dplk - 11[31) dpl[kl[j + a[ill = 1;
}
}
}
int maxim = -INF, minim = INF;
for (int i = 0; i < MAX * MAX + 1; i++) {
if (dpln][il]){
int temp = i - 50 * n;
maxim=max (maxim, temp* (suma-temp)); minim=min (minim, temp* (suma-temp)) ;
}
}

cout << "\nValoarea maxima a expresiei este: " << maxim << "\n";
cout << "Valoarea minima a expresiei este: " << minim << endl;
}
int main () {
intn=2, m=2, a[] = {1, 2, 3, 4}, dim = sizeof(a) / sizeof(a[0]);
cout<<"Fie expresia:\t(x1+x2+x3+...+xn)* (yl+y2+y3+...+ym)\n";
cout<<"Elementele vectorului introdus sunt:\t";
for (int i=0; i<dim;i++)
cout<<a[i]<<" "; cout<<endl;
PDinamnica(a, n, m); return O;

}

Rezultatele executiei:

Fie expresia: (x1+x2+x3+. . .+xn) * (yl+y2+y3+...+ym)
Elementele vectorului introdus sunt: 1234

Valoarea maxima a expresiei este: 25
Valoarea minima a expresiei este: 21
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Problema 9: Submatrice de sumi minima

Conditia problemei Exemplu

Fie ca avem 0 matrice de | Fie avem matricea: 1 2 -1 -4 -20
dimensiunea n*m. Se cere de a -8 -3 4 2 1
afisa o submatrice care sa 3810 1 3

posede suma minimd a -4-1 1 7 -6
elementelor. Solutia acestei probleme este: -26
Submatricea incepe din (sus, stinga): (0, 0) si se inchide in (jos,
dreapta): (1, 4). Elementele din submatrice sunt:
1 2 -1 -4 -20
-8 -3 4 2 1

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>
#define R 4 // Randul
#define C 5 // Coloana
using namespace std;
int indice (int *a,int* start,int *finish,int n) {
int suma = 0, SumaMin = INT MAX, i, inceput = 0;
*finish = -1;
for (i = 0; 1 < n; ++i){
suma += af[i];
if (suma > 0){suma = 0; inceput =i + 1;}
else if (suma < SumaMin) {
SumaMin = suma; *start = inceput; *finish = i;

}
}
if (*finish '= -1) return SumaMin;
SumaMin = a[0]; *start = *finish = 0;
for (i = 1; i < n; i++){
if (a[i] < SumaMin) {
SumaMin = a[i]; *start = *finish = i;
}
}
return SumaMin;
}
void PDinamnica (int M[] [C]) {
int SumaMin = INT_MAX, Stanga,Dreapta, Sus,Jos;
int left,right,i,temp[R],sum,start,finish;
for (left = 0; left < C; ++left){
memset (temp, 0, sizeof (temp)) ;
for (right = left; right < C; ++right) {
for (1 = 0; 1 < R; ++i)
temp[i] += M[i] [right]; sum = indice(temp, &start, &finish, R);
if (sum < SumaMin) {
SumaMin = sum; Stanga = left; Dreapta = right;
Sus = start; Jos = finish;

}

}
cout << "Indicii:\t\t("<<Sus<<","<<Stanga<<") si ("<<Jos<<",b "<<Dreapta<<")\n";

cout << "Suma minima este: \t" << SumaMin; cout<<endl;

}

int main() {
int M[R] [C] ={ {1121_11_41_20}1 {_81_3141211}1 {3181101113}1 {_41_111171_6} };
PDinamnica (M) ; return O;

}

Rezultatele executiei:

Indicii: (0,0) si (1,4)
Suma minima este: -26
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Problema 10: Taierea unei fise intr-un numir minim de pétrate

Conditia problemei Exemplu

Fie avem o hdrtie de dimensiunea A x B. | Fie avem dimensiunile figei de hartie: 36*30
Sarcina este de a tdia hdrtia in patrate de | Solutia acestei probleme este: 5

orice dimensiune. Gasiti numarul minim | Explicatia este urmatoarea:

de patrate care pot fi taiate din hartie. = 3 patrate cu dimensiunea (12*12);

= 2 patrate cu dimensiunea (18*18).

Fie avem dimensiunile fisei de hartie: 13*29.
Pentru a rezolva problema este important de a studia
urmatoarea imagine ce indica solutia:

29 2/

13
26 /
03 [13 | 4
12
1 |3 3‘/
3
0

Asadar, numarul de patrate ce poate fi taiat este: 2+4+3=9,

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
const int MAX = 300;
int dp[MAX] [MAX];
int PDinamnica(int m, int n){
int vertical = INT_MAX, horizontal = INT_MAX;
if (m == n) return 1;
if (dp[m][n]) return dp[m][n];
for (int i = 1;i<= m/2;i++){
horizontal = min(PDinamnica (i, n)+PDinamnica(m-i,n), horizontal);

}
for (int j = 1;j<= n/2;j++){
vertical = min(PDinamnica(m,j)+PDinamnica(m,n-j) ,vertical)
}
dp[m] [n] = min(vertical, horizontal);
return dp[m] [n];
}
int main() {
int m,n;
cout<< "Introdu lungime foii de hartie: \t"; cin>>m;
cout<< "Introdu latimea foii de hartie: \t"; cin>>n;
cout<< "Numarul minim de patrate taiate: \t";
cout << PDinamnica(m, n); return 0;

}

Rezultatele executiei:

Introdu lungime foii de hartie: 13
Introdu latimea foii de hartie: 29
Numarul minim de patrate taiate: 9
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1

Date de intrare ‘ Date de iesire

Exista bile cu urmdtoarele notatii: ,,p” de tip P, bile ,,q " de tip
O si bile ,,r” de tip R. Folosind bilele dorim sa cream o linie
dreaptd, astfel incdt sa nu fie adiacente doua bile de acelasi

tip.

110 2
111 6
221 12

Problema 2

Fie ca avem un sir ,,str” de cifre, gasiti lungimea celei mai
lungi secvente din ,,str”, astfel incdt lungimea secventei este de
2k cifre si suma cifrelor k stanga este egala cu suma cifrelor k
dreapta.

Date de intrare Date de iesire

123123 6
123123
25340851 8
25340851

Problema 3

Date de intrare

Fie ca avem un tablou, trebuie sa modificam valorile acestui
tablou astfel incdt sa se maximizeze suma diferentelor absolute
intre doua elemente consecutive. Dacad valoarea unui element
din tablou este X, atunci il putem schimba in 1 sau in X.

Date de iesire

3214 5
13-11+]1-4]

1652 11
|1-6]+|8-2]

Problema 4

Fie ca avem un sir de cifre ,,0-9”. Sarcina este de a gasi
numdarul de Secvente care sunt divizibile cu 8, dar nu cu 3. Sa
se afiseze secventele respective sub forma de indecsi.

Date de intrare Date de iesire

168

(1,2)
(1,2,3)

Problema 5

Date de intrare

Fie ca avem un numar intreg n, gasiti numarul total de n cifre
Stepping. Un numar Stepping se numeste numadr de treaptd,
daca toate cifrele adiacente au o diferenta absoluta de 1, astfel
numdarul 21 este un numdr de treaptd, in timp ce 31 nu este.

Date de iesire
17

10 12 21 23
32 34 43 45
54 56 65 67
76 78 87 89
98

Problema 6

Fie ca avem o matrice af][] de numere intregi, gasiti suma
matriciald a prefixului pentru aceasta. Fie matricea sumei
prefixului este spa [] []. Valoarea spa [i] [j] contine suma
tuturor valorilor care sunt deasupra acesteia sau la stanga
acesteia. Formula generald este:

spa[i][jl=spa[i-1][j]+ spa[i][j-1]- spa[i-1][j-1]+a[i][i]

4 5

11111
11111
11111
11111

Date de intrare Date de iesire

2345
6 8 10
6 9 12 15
8 12 16 20

B W R
(Y

Problema 7

Date de intrare

Vom numi un numar crescdtor, dacd fiecare cifid (cu exceptia
primei) este mai mare sau egald cu cifra anterioard. Deci,
avand in vedere numarul de cifre n, vi se cere sa gasiti
numarul total de numere crescdtoare cu n cifre.

Date de iesire

1 10
2 55
3 220
4 715
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Problema 8

Fie ca avem un tablou unidimensional de N elemente intregi,
sarcina este de a gasi suma mediei tuturor submultimilor din acest
tablou. Fie vectorul {2, 3, 5}, suma mediei tuturor submultimilor
din acest tablou este:2+3+5+2,5+3,5+4+3,33= 23,33.

Date de intrare

‘ Date de iesire

235 23.33
2345 52.50
25476 148.80
357902 273.00

Problema 9

Fie ca avem un tablou unidimensional, o inversare este definita ca
o pereche a [i], a [j] astfel incdt a [i]> a [j] sii <j. Se dau doud
numere N si K, trebuie sa spunem cdte permutari ale primului
numdr N au exact inversarea K. Fie N=3 si K=I, atunci
petrmutarile vor fi: 123, 132, 213, 231, 321 si 321, permutarile cu
K=1 inversari sunt:132 si 213

Date de intrare ‘

Date de iesire

31 2
4 2 5
4 3 6
5 2 9
53 15

Problema 10

Date de intrare

‘ Date de iesire

Fie ca avem un tablou unidimensional de N elemente intregi, 1 46 Adevarat

folosind operatiile ,,+” si ,-” intre elemente, verificatd dacd 246365 Adevarat

existd o modalitate de a forma o secventd de numere care se 146709 Fals

evalueaza la un numar divizibil cu M. Fie vectorul {1, 2, 3, 4, 6} si 328 Fals

M=4, in acest caz exista posibilitatea _de a gasi un numar divizibil 748526 Adevarat

cu M, secventa este: 1-2+3+4+6=12 iar 12:4=3.

Problema 11 Date de intrare ‘ Date de iesire

Fie ca avem o matrice de caractere. Gasiti lungimea celei mai 33 ES

lungi cdi de la un anumit caracter, astfel incat toate caracterele ACD EFGHI

din traseu sd fie consecutive, adicd fiecare caracter din traseu este HBE B 8

alaturi de cele anterioare in ordine alfabeticd. Este permis sd se IGF BCDEF
GHTI

deplaseze in toate cele 8 directii dintr-o celula.

Problema 12

Fie ca avem timpul pentru n sarcini. Gasiti timpul necesar pentru
a termina sarcinile, astfel incdt sa fie omise unele sarcini, dar nu
puteti sari peste doud sarcCini consecutive.

Date de intrare

Date de iesire

85276 12
6 57 4 9
96 247 10

Problema 13

Un numar poate fi intotdeauna reprezentat ca o suma a patratelor
altor numere. Retineti ca 1 este un padtrat si putem intotdeauna
sCrie un numarca (1 *1+1*1+1*1+ ..). Avdind un numar n,
gdsiti numdrul minim de patrate care insumeazda valoarea n.

Date de intrare ‘

Date de iesire

Problema 14

Fie ca avem o matrice care contine numere intregi, in care
fiecare celuld a matricei reprezintd indltimea unei cladiri. Gasiti
salturile minime necesare de la prima cladire (0, 0) pana la ultima
(n-1, m-1). Saltul de la o celuld la celula urmdtoare este o
diferenta absolutd intre doud indaltimi ale cladirii.

6 3

15 4

50 2

100 1

Date de intrare Date de iesire
4 3 12

542 11 salturi
921 52511
2509 3+3+6=11
1311
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8.5 Implementarea metodei de programare dinamica la
rezolvarea problemelor avansate

Problema 1: Distanta Levenshtein intre doua siruri

Conditia problemei Exemplu

Distanta Levenshtein intre doua gsiruri | e Fie avem S1= “casa” si S2= “masa”

inseamnda numdrul minim de modificari | Solutia acestei probleme este: 1

necesare pentru a transforma un sir in | Explicatia este urmatoarea: pentru a obtine in S1 valoarea lui
altul, cu operatiile de editare adicd; | S2, este necesar de a efectua doar o singurd operatie, de
inserarea, stergerea sau substituirea unui | substituire a unui caracter, deoarece aceste doua siruri se
singur caracter. Determinati distanta | diferentiaza printr-un singur caracter.

Levenshtein si afisati rezultatul. e Fie avem S1= “Informatica” si S2= “matematica”
Solutia acestei probleme este: 5

Explicatia este urmdtoarea: pentru a obtine in S1 valoarea lui
S2, este necesar de a efectua 5 operatii, deoarece aceste doua
siruri se diferentiaza prin 5 caractere.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>
using namespace std;
int levenshtein(const char *s, int 1ls, const char *t, int 1t){
int a, b, c;
if (!'1ls) return 1t;
if ('1t) return 1s;
if (s[ls - 1] == t[1lt - 1])
return levenshtein(s, 1ls - 1, t, 1t - 1);
a = levenshtein(s, 1s - 1, t, 1t - 1);
b = levenshtein(s, 1ls, t, 1t - 1);
c levenshtein(s, 1s - 1, t, 1t ),
if (a > b) a = b;
if (a > c) a =c;
return a + 1;

}
int main() {
cout<<"Cazul 1\n";
const char *sl = "informatica";
const char *s2 = "matematica";
int x=strlen(sl), y=strlen(s2);
cout<<"\tDistanta intre sirul \""<<sl<<"\" si \""<<s2<<"\" este: ";
cout<<levenshtein(sl, x, s2, y);
cout<<"\nCazul 2\n";
const char *kl = "floare";
const char *k2 = "soare";
int xl=strlen(kl), yl=strlen(k2);
cout<<"\tDistanta intre sirul \""<<k1l<<"\" si \""<<k2<<"\" este: ";
cout<<levenshtein(kl, x1, k2, yl);
return O;

}

Rezultatele executiei:

Cazul 1

Distanta intre sirul "informatica" si "matematica" este: 5
Cazul 2

Distanta intre sirul "floare" si "soare" este: 2
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Problema 2: Tastatura numerica mobila

Conditia problemei Exemplu

Fie ca avem o tastatura numerica mobila | Fie avem N= 2

(@ wunui telefon). Puteti apasa doar | Solutia acestei probleme este: 36

butoanele care sunt in sus, la stdnga, la | Explicatia este urmatoarea: numere posibile: 00, 08, 11, 12,
dreapta sau in jos pand la butonul curent. | 14,22, 21, 23, 25 si asa mai departe.

Nu aveti voie sa apasati butoanele din | e Daca incepem cu 0, numerele valide: 00, 08;

coltul de jos al randului (adica * si #). Daci incepem cu 1, numerele valide: 11, 12, 14;

Dat fiind un numar N, aflati numarul de Daca incepem cu 2, numerele valide: 22, 21, 23, 25;
numere posibile de lungime data. Daca incepem cu 3, numerele valide: 33, 32, 36;

Daca incepem cu 4, numerele valide: 44, 41, 45, 47,
Etc.

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;
int PDinamica(char taste[][3], int n) {
if(taste == NULL || n <= 0) return O0;
if(n == 1) return 10;
int r[] = {0, O, -1, 0, 1}, c[] = {0, -1, 0, 1, 0}; //rand si coloana
int calcul[10] [n+1];
int i=0, j=0, k=0, miscare=0, ro=0, co=0, num = 0, nextNum=0, totalCalcul = O;
for (i=0; i<=9; i++) {
calcul[i] [0] = O0; calcul[i][1l] = 1;

}
for (k=2; k<=n; k++){
for (i=0; i<4; i++){
for (3j=0; j<3; j++){
// Process for 0 to 9 digits
if (taste[i][j] '= '*' && taste[i][]j] !'= '"#'){
num = taste[i][j] - '0'; calcul[num][k] = 0;
for (miscare=0; miscare<5; miscare++) {
ro = i + r[miscare]; co = j + c[miscare];
if (ro>=0 && ro<=3 && co>=0 && co<=2 && taste[ro][co]!='*'
&& taste[ro][co]!'="#"){
nextNum = taste[ro] [co] - '0'; calcul[num] [k] +=
calcul [nextNum] [k-1];

}
}
totalCalcul = 0;
for (i=0; i<=9; i++)
totalCalcul += calcul[i] [n];
return totalCalcul;
}
int main(int argc, char *argv[]) {
char taste[4][3] = {{'1','2','3"},
{l4l,|5l,l6l},
{l7l,l8l,l9l},
{1*1,101,1#1}};
for (int i=1l; i<=3; i++){
cout<<"\nNumaram numerele de lungime "<<i<<" este: \t"<<PDinamica(taste, i);
}
return 0;

}
Rezultatele executiei:

Numaram numerele de lungime 1 este: 10
Numaram numerele de lungime 2 este: 36
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Problema 3: Numarul de subsecvente dintr-un sir divizibil cu m

Conditia problemei Exemplu
Fiind dat un sir format din cifre cuprinse | Fie avem s1= “1234” si m=4
intre  0-9. Determinati numdarul de | Solutia acestei probleme este: 4
subsecvente divizibile cu m. Explicatia este urmitoarea: Subsecventele 4, 12, 24 si 124
sunt divizibile cu 4.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>
using namespace std;

int PDonamica (string str, int n) {
int len = str.length(), dp[len][n];
memset (dp, 0, sizeof(dp)):
dp[0] [(str[0]-'0")%n]++;
for (int i=1l; i<len; i++) {
dp[i] [(str[i]-'0")%n]++;
for (int j=0; j<n; j++){
// exclude al i-lea caracter din toate subsecventele actuale ale sirului [0...i-1]
dp[i][j] += dp[i-11[3];
// include al i-lea caracter in toate subsecventele actuale ale sirului [0...i-1]
dp[i] [(J*10 + (str[i]-'0"))%n] += dp[i-1][]]~
}
}
return dp[len-1][0];
}

int main() {

string strl = "1234", str2 = "123456";

cout<<"Cazul 1";

for (int i=1l; i<=5; i++){
cout <<"\n\tPentru sirul \""<<strl<<"\" si numarul "<<i;
cout <<" solutia problemei este: "<< PDonamica(strl, i);

}

cout<<"\nCazul 2";

for (int i=1; i<=5; i++){
cout <<"\n\tPentru sirul \""<<str2<<"\" si numarul "<<i;
cout <<" solutia problemei este: "<< PDonamica(str2, i);

}

return 0O;

Rezultatele executiei:

Cazul 1
Pentru sirul "1234" si numarul
Pentru sirul "1234" si numarul
Pentru sirul "1234" si numarul
Pentru sirul "1234" si numarul
Pentru sirul "1234" si numarul
Cazul 2
Pentru sirul "123456" si numarul
Pentru sirul "123456" si numarul
Pentru sirul "123456" si numarul
Pentru sirul "123456" si numarul
Pentru sirul "123456" si numarul

solutia problemei este: 15
solutia problemei este: 10
solutia problemei este: 5
solutia problemei este: 4
solutia problemei este: 0

s WNhBR

solutia problemei este: 63
solutia problemei este: 42
solutia problemei este: 23
solutia problemei este: 25
solutia problemei este: 16

s WNhR
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Problema 4: Iniltimea maximi intr-un graf in care orice nod poate fi ridicini

Conditia problemei Exemplu

Avdnd un graf cu N noduri si N-1margini, | Fie avem urmdtorul graf:
aflati indaltimea maxima a grafului atunci (1)
A . . . \JJ
cdnd orice nod din graf este considerat
raddcina grafului. P e OB
(2 ) \3,) \4 )
VO Za
— N Yo (8 ) 8 )
'\?_,) 67/ / \Z,/’I —
PP TR
(o) ()
Linia rosie denota inaltimea maxima a grafului unde nodul 1
este radacind. Problema respectiva are mai multe noduri ca
solutii.

Implementare C++

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int MAX NOD = 100;
int in[MAX NOD], out[MAX NOD] ;
///stocam inaltimea maxima atunci cand este parcurs prin ramuri
void dfsl (vector<int> v[], int u, int parinte) {
in[u] = 0;
for (int copil : v[u]) {
if (copil == parinte) continue;
dfsl (v, copil, u); in[u] = max(in[u], 1 + in[copil]);
}
}

///stocam inaltimea maxima atunci cand este parcurs prin parinte
void dfs2 (vector<int> v[], int u, int parinte) {

int mx1 = -1, mx2 = -1;
for (int copil : v[u]){
if (copil == parinte) continue;

if (in[copil] >= mx1) {
mx2 = mxl; mxl = in[copil];
}
else if (in[copil] > mx2) mx2 = in[copil];
}
for (int copil : v[u]){

if (copil == parinte) continue;
int longest = mxl1;
if (mx1l == in[copil]) longest = mx2;

out[copil] = 1 + max(out[u], 1 + longest); dfs2(v, copil, u);
}
}

void PDinamica (vector<int> v[], int n){
dfsl(v, 1, 0); dfs2(v, 1, 0);
for (int i = 1; i <= n; i++)
cout << "Inaltimea maxima unde nodul " << i << " este considerat radacina este: " <<
max (in[i], out[i]) << "\n";
}
int main () {
int n = 11; vector<int> v[n + 1];
// initialize the tree given in the diagram
v[1l] .push_back(2), v[2].push back(1l); v[1l].push_back(3), v[3].push_back(l);
v[1l] .push back(4), v[4].push back(l); v[2].push _back(5), v[5].push back(2);
v[2] .push_back(6), v[6].push back(2); v[3].push_back(7), v[7].push_back(3);
v[7] .push_back(10), v[10].push back(7); v[7].push _back(1ll), v[1l1l].push back(7);
v[4] .push_back(8), v[8].push back(4); v[4].push_back(9), v[9].push_back(4);
PDinamica (v, n);
return 0;
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Problema 5: Triunghiul lui Hosoya

Conditia problemei Exemplu

Triunghiul Fibonnaci sau triunghiul lui | Fie avem n=6

Hosoya este un aranjament triunghiular | Solutia acestei probleme este:
de numere bazat pe numere Fibonacci. | 1

Fiecare numar este suma a doud numere | 1 1

de mai sus, fie in diagonala stingd, fiein | 2 1 2

diagonala dreapta. Dat fiind un numar |3 2 2 3

intreg pozitiv n. Sarcina este tiparirea | 5 3 4 3 5

triunghiului lui Hosoya cu dimensiunean. | 8 5 6 6 5 8

Implementare C++

#include <iostream>
#include <string.h>
#define N 10
using namespace std;
void PDinamica(int n) {
int dp[N] [N];
memset (dp, 0, sizeof(dp)):
// cazul de baza
dp[01[0] = dp[1]1[0] = dp[1][1] = 1;
// pentru fiecare rand
for (int i = 2; i < n; i++){
// pentru fiecare coloana
for (int j = 0; j < n; j++){
// pasii recursivi
if (i > j) dplill[j] = apli - 1][3j] + dpli - 2][3];
else dp[i][j] = dpl[i - 1][]J - 1] + dpli - 2][] - 2];
}
}
// afisarea solutiei
for (int i = 0; i < n; i++){
for (int j = 0; j <= i; j++)
cout <<"\t"<< dp[i][j] << " "; cout << endl;
}
}
int main () {
int n = 10;
cout<<"Pentru numarul n="<<n<<", solutia problemei este: \n";
PDinamica(n) ;
return 0;

}

Rezultatele executiei:

Pentru numarul n=10, solutia problemei este:

1

1 1

2 1 2

3 2 2 3

5 3 4 3 5

8 5 6 6 5 8

13 8 10 9 10 8 13

21 13 16 15 15 16 13 21

34 21 26 24 25 24 26 21 34

55 34 42 39 40 40 39 42 34 55
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Problema 6: Triangularea poligonului de cost minim

Conditia problemei Exemplu

O triangulatie a unui poligon convex este | Fie avem doua figuri convexe, cu coordonatele:
formata prin trasarea diagonalelor intre | (0,0); (0,2); (1,2); (2,1) s (1,0);

vdrfurile care nu sunt adiacente, astfel
incat diagonalele sa nu se intersecteze
niciodata. Problema este de a gasi costul
triangularii de costminim. Costul unei
triangulari  este  suma  ponderilor
triunghiurilor sale componente.
Greutatea  fiecarui  triunghi  este
perimetrul sau (suma lungimilor tuturor
partilor).

r -

Solutia acestei probleme este:

Triangularea poligonului din stdnga are un cost de 8 + 2N2 +
25 (aproximativ 15.30), iar pentru cel din dreapta are un
cost de 4 + 2N2 + 4\5 (aproximativ 15.77).

Implementare C++

#include <iostream>
#include <cmath>
#define MAX 1000000.0
using namespace std;
struct Punct{

int x, y;

};
double min(double x, double y) {

return (x <=y)? x : y;
}
double dist(Punct pl, Punct p2){

return sqrt((pl.x - p2.x)*(pl.x - p2.x) + (pl.y - p2.y)*(pl.y - pP2.y));
}
double cost(Punct points[], int i, int j, int k) {

Punct pl = points[i], p2 = points[j], p3 = points[k];

return dist(pl, p2) + dist(p2, p3) + dist(p3, pl):;
}
// functia pentru a gasi costul minim pentru triangularea poligonului convex.
double PDinamica (Punct points[], int n){

if (n < 3) return 0;

double table[n][n];

for (int gap = 0; gap < n; gap++) {

for (int i = 0, j = gap; j < n; i++, j++){
if (j < i+2) table[i][j] = 0.0;
else {
table[i] [j] = MAX;
for (int k = i+l1l; k < j; k++){
double val = table[i] [k] + table[k][j] + cost(points,i,j, k);
if (table[i][j] > val) table[i][]j] = val;

}
}
return table[0] [n-1];
}
int main() {
Punct points[] = {{0, 0}, {0, 2}, {1, 2}, {2, 1}, {1, O}};
int n = sizeof (points) /sizeof (points[0]) ;
cout << "Triangularea poligonului de cost minim cu "<<n<<" laturi este:\t";
cout << PDinamica (points, n); return 0;

}
Rezultatele executiei:

Triangularea poligonului de cost minim cu 5 laturi este: 15.3006
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Problema 7: Dimensiunea celei mai lungi progresii aritmetice

Conditia problemei Exemplu
Avdnd in vedere un set de numere, gasiti | Fie avem multimea A={1, 7, 10, 15, 27, 29}
in ea lungimea progresiei aritmetice cele
mai lungi (LLAP = Length of | Solutia acestei probleme este: 3
the Longest Arithmetic Progression). Dimensiunea celei mai lungi progresii aritmetica este3.
Aceastd multime este alcatuitd din elementele: {1, 15, 29}.

Implementare C++

#include <iostream>
using namespace std;

int DProgramming (int set[], int n) {
if (n <= 2) return n;
int L[n][n];
int i0 = 2;
for (int i = 0; i
L[i] [n-1] = 2;
for (int j=n-2; j>=1; j--){
int i = j-1, k = j+1;
while (i >= 0 && k <= n-1){
if (set[i] + set[k] < 2*set[]j]) k++;
else if (set[i] + set[k] > 2*set[j]){
L[i][3] = 2, i--;

< n; i++)

}
else(
L[i]1[3j] = LIj1[k] + 1;
i0 = max(i0, L[i][]]):
i--; kt++;
}
}
while (i >= 0){
L[i][3] = 2; i--;
}
}
return i0;
}
int main() {
int a[] = {1, 7, 10, 13, 14, 19};
int nl = sizeof (a)/sizeof(a[0]);
cout<<"Elementele vectorului introdus sunt:\t";
for (int i=0; i<nl;i++)
cout<<a[i]<<" "; cout<<endl;
cout<<"Dimensiunea celei mai lungi progresii aritmetice este: \t";
cout<<DProgramming(a, nl)<<endl;
return O0;

}

Rezultatele executiei:

Elementele vectorului introdus sunt: 17 10 13 14 19
Dimensiunea celei mai lungi progresii aritmetice este: 4

Nota:

Complexitatea temporalda: O (n?)

Complexitatea spatiala: O (n°)

Cum se reduce complexitatea spatiald pentru solutia de mai sus?
De asemenea, putem reduce complexitatea spatiului la O (n).

ANANER NN
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Problema 8: Experiment biologic

Conditia problemei Exemplu

Fie ca exista o insuld sub forma de | Fie avem urmatoarele date: M[10][10], (Xo, Yo) = (5,5) si
matrice pdtratd si un punct din interiorul | numarul de pasi este egal cu 4:

matricei in care se afld o persoand in
picioare. Persoanei i se permite sa se
deplaseze cu un pas in orice directie
(dreapta, stanga, sus, jos) pe matrice.
Daca iese in afara matricei, el moare din
cauza unor animale asupra cdarora a fost
efectuat un experiment biologic secret.
Persoana care se afla pe insuld nu

trebuie sa se afle in apropierea mediului
acvatic. Calculati  probabilitatea ca | Solutia acestei probleme este: 100%

savantul este in viatd dupd ce merge pe | Indiferent de directie, savantul va fi protejat, exceptie ar fi
pasi pe insuld. daca savantul s-ar afla cu o celuld mai departe de centrul

insulei, astfel probabilitatea ar incepe sa scadd.

Implementare C++

#include <iostream>
#include <map>
#include <string>
using namespace std;
#define N 10
float PDinamica(int x, int y, int n, map<string, float> &dp) {
// Cazul de baza
if (n == 0) return 1.0;
// Cazul special
string s = to_string(x) + "|" + to_string(y) + "|" + to_string(n);
if (dp.find(s) == dp.end()) {
float p = 0.0;
// Mutam un pas in sus
if (x > 0) p += 0.25 * PDinamica(x - 1, y, n - 1, dp);
// Mutam un pas in jos
if (x < N - 1) p += 0.25 * PDinamica(x + 1, y, n - 1, dp);
// Mutam un pas la stinga
if (y > 0) p += 0.25 * PDinamica(x, y - 1, n - 1, dp);
// Mutam un pas la dreapta
if (y < N -1) p += 0.25 * PDinamica(x, y + 1, n - 1, dp);
dpl[s] = p;

}
return dpl[s];
}
int main () {
int n = 4; // Numarul de pasi de realizat de catre savant
int x = 5, y = 5; // Coordonatele de start
// Harta pentru a stoca solutia la sub-problemele deja calculate
map<string, float> dp;
cout << "Coordonatele de start ale savantului: \t\t "<<" ("<<x<<",6"<< y<<")"<<endl;
cout << "Dimensiunea insulei savantului: \t\t "<<" ("<<N<<","<< N<<")"<<endl;
cout << "Numarul de pasi de realizat a savantului: \t "<<n<<endl;
cout << "Probabilitatea savantului de a ramane in viata: ";
cout << PDinamica(x, y, n, dp)*100<<" $%"<< endl;
}

Rezultatele executiei:

Coordonatele de start ale savantului: (5,5)
Dimensiunea insulei savantului: (10,10)
Numarul de pasi de realizat a savantului: 4

Probabilitatea savantului de a ramane in viata: 100 %
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Problema 9: Ecuatie liniara de k variabile

Conditia problemei Exemplu

Fiind o ecuatie liniara a k variabile, | Fie avem 4 variabile cu coeficientii: (1, 3, 5, 7) si solutia 8.
numarati numdarul total de solutii posibile | Deci ecuatia este: a+3b+5c+7d=8.

ale acesteia.
Solutia acestei probleme este: 6 solutii
(a=1, b=0, c=0, d=1)
(a=0, b=1, ¢ 1, d=0)
(a 2, b 2, c 0, d 0)
(a=3, b=0, ¢c=1, d=0)
(a 5, b 1, ¢ 0, d 0)
(a 8, b 0, ¢ 0, d=0)

4 4 4

Implementare C++

#include <iostream>
#include <unordered map>
using namespace std;

int count(int coeficienti[], int k, int rezultat, auto &respect) {
// Dacd rezultat devine 0, returnez 1 (solutia gasita)

if (rezultat == 0) return 1;
// Returnez 0 (solutia nu exista), dacd rezultat este negativ sau nu exista
if (rezultat < 0 || k < 0) return O;
string key = to_string(k) + "|" + to_string(rezultat);
if (respect.find(key) == respect.end()) {
// cazul 1
int include = count(coeficienti, k, rezultat - coeficienti[k], respect)
// cazul 2
int exclude = count(coeficienti, k - 1, rezultat, respect);
respect[key] = include + exclude;

}
// Returnez solutia la sub-problema actuala
return respectlkey];
}
int main() {
// Coeficientii ecuatiei
int coef[] = { 1, 3, 5, 7 }, rezultat=8;
int k = sizeof(coef) / sizeof (coef[0]);
unordered map<string, int> respect;
cout << "Numarul coeficintilor ecuatiei este: \t"<<k<<endl;
cout << "Coeficintii ecuatiei sunt: \t\t";
for (int i=0; i<k;i++)
cout<<coef[i]<<" "; cout<<endl;
cout << "Numarul total de solutii ale problemei: ";
cout << count(coef, k - 1, rezultat, respect);
return O;

}
Rezultatele executiei:

Numarul coeficintilor ecuatiei este: 4
Coeficintii ecuatiei sunt: 1357
Numarul total de solutii ale problemei: 6
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Problema 10: Problema submultimilor de suma K

Conditia problemei Exemplu

Fie ca avem o multime S de numere | Fie avem multimea S = {7, 3, 2, 1, 5, 4, 8}. Ne propunem sa
intregi pozitive, determinati dacd poate fi | determinam daca putem diviza S in trei partitii, fiecare avand
partitionat in trei submultimi disjuncte, | suma egala cu 10.

care toate au aceeasi suma §i acoperd O

valoare K — numar intreg pozitiv. Solutia acestei probleme este: Da, se poate de partitionat!
S={7,3}
§S={54,1}
S={8, 2}

Implementare C++

#include <iostream>
#include <numeric>
#include <unordered map>
using namespace std;
bool subsetSum(int S[], int n, int a, int b, int c, auto &respecta) {
// returnez adevarat daca se gaseste submultimea
if (a == 0 && b == 0 && c == 0)return true;
// cazul de baza
if (n < 0) return false;

string key = to_string(a) + "|" + to_string(b) + "|" + to_string(c) + "|" +
to_string(n);
if (respecta.find(key) == respecta.end()) {

// Cazul 1. Elementul curent devine parte a primei submultimi

bool A = false;

if (a - S[n] >= 0) A = subsetSum(S, n - 1, a - S[n], b, c, respecta);
// Cazul 2. Elementul curent devine parte a submultimii a doua

bool B = false;

if ('A && (b - S[n] >= 0)) B = subsetSum(S, n - 1, a, b - S[n], c,

respecta) ;

// Cazul 3. Elementul curent devine parte a submultimii a treia

bool C = false;

if (('A && 'B) && (c - S[n] >= 0)) C = subsetSum(S, n - 1, a, b, ¢ - S[n],
respecta) ;

// returnez adevarat daca obtin solutia
respectalkey] = A || B || C;
}
// returnez solutia subproblemei din harta solutiilor
return respectalkey];
}
bool PD(int S[], int n){
if (n < 3) return false;
// cream o harta de stocare a solutiilor subproblemelor
unordered map<string, bool> respecta;
// Obtinem suma tuturor elementelor din submultimi
int sum = accumulate(S, S + n, 0);
//returnez adevarat daca suma este divizibila cu 3
//returnez adevarat dacd multimea S poate fi impartita in 3 submultimi cu suma
egala
return ! (sum % 3) && subsetSum(S, n - 1, sum/3, sum/3, sum/3, respecta);
}
int main () {
// Datele de intrare ale problemei
int S[1 ={ 7, 3, 2, 1, 5, 4, 8 }, n = sizeof(S) / sizeof(S[0]);
if (PD(S, n)) cout << "Da, se poate de partitionat!";
else cout << "Nu se poate de partitionat!";

}
Rezultatele executiei:

Da, se poate de partitionat!
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SARCINI PENTRU EXERSARE

Problema 1

input output

Fiind dat un sir de intrari si un model (p),
implementati o potrivire regulata a expresiilor cu
suport pentru "' si '"*'. Unde "' se potriveste cu orice
personaj unic, iar "*' se potriveste cu zero sau mai
mult din elementul precedent. Potrivirea ar trebui sa
acopere intregul sir de intrare (nu partial).
Nota:

o s ar putea fi gol si contine doar litere

minuscule a-z.
e p ar putea fi gol si contine doar litere

minuscule a-z si caractere ca'.' sau'*'.

s="aa” Fals, deoarece ,a” nu

p="a” se potriveste cu
intregul sir ,aa”.

s ="aa" Adevarat, deoarece ,*”

p ="a*" inseamnda zero sau mai

mult din elementul
precedent, ,a”. Prin
urmare, repetédnd ,a” o
datd, devine ,aa”.

Problema 2

Fie un tablou de date pentru care elementul al i-lea
este pretul unui stoc dat in ziua i. Proiectati un
algoritm pentru a gasi profitul maxim. Puteti finaliza
cel mult k tranzactii.
Nota:
o FEste posibil sa nu angajati mai multe
tranzactii in acelasi timp (adicd, trebuie sa
vindeti stocul inainte de a cumpara din nou,).

input output

[2,4,1] 2, deoarece cumpdrati

k=2 in ziua 1 (pret = 2) si
vindeti in ziua 2 (pret
= 4), profitul este 4-2
= 2.

[3,2,6,5 7, deoarece cumpdrati

,0,3]1 k in ziua 2 (pret = 2) si

vindeti in ziua 3 (pret
= 6), profit = 6-2 = 4.
Apoi cumparati in ziua
5 (pret = 0) si wvindeti
in zjua 6 (pret = 3),
profitati = 3-0 = 3.

Problema 3

Dragonul o capturasera pe printesi (P) si o =17 Printesa este salvata!

incarcerase in coltul din dreapta jos al unei temnite. -2 -3 3 Drumul cavalerului:

Temnita este formata din camere M x N, dispuse intr- -5 -101 D - dreapta;

un tablou bidimensional. Viteazul nostru cavaler (k) | 19 30 =3 g - dreapta;

a fost pozitionat initial in camera din stanga sus §i J - gz:'

trebuie sa strabata drum prin temnitd cea mare [p—g Printesa nu poate f£i

pentru a salva printesa iubita. Cavalerul are un punct -2 -3 3 salvatd, deoarece

de sandtate initial reprezentat de un numdr intreg -5 -10 1 cavalerul ajunge 0

pozitiv. Daca in orice moment punctul sau de 10 30 -5 puncte de viatd la

sandtate scade la 0 sau mai jos, el moare imediat. printesa.

Unele dintre camere sunt pazite de soldatii =5 Printesa nu poate fi

dragonului, astfel incdt cavalerul isi pierde sdndtatea -2 -3 3 salvatd, deoarece

(numere intregi negative) la intrarea in aceste -5 -0l cavalerul isi p1erd¢.a “
. 10 30 -5 toate punctele de viata

camere; alte camere ssz goale (0) sau confin orbe la iesirea din camera

magice care cresc sdndtatea cavalerului (numere in care se afli la

intregi pozitive). Pentru a ajunge cdt mai repede la inceput, nu are nici o

printesa, cavalerul decide sa se deplaseze doar spre sansd si ajunga la

dreapta sau in jos la fiecare pas. printesi.

277




Problema 4

Masina dvs. porneste de la pozitia 0 si viteza +1 pe o
linie de numar infinit. (Masina dvs. poate merge in
porzitii negative.) Magsina dvs. conduce automat in
conformitate cu o secventd de instructiuni A
(accelerati) si R (invers). Cand primiti o instructiune
,A”, masina dvs. face urmdtoarele: pozitia + =
viteza, viteza * = 2. Cand primiti o instructiune ,,R”,
masina dvs. face urmdtoarele: daca viteza dvs. este
pozitiva, atunci viteza = -1, in caz contrar, viteza =
1. (Pozitia dvs. ramdne aceeasi.) De exemplu, dupa
comenzile ,,AAR”, masina dvs. merge pe pozitiile 0->
1-> 3-> 3, iar viteza dvs. va trece la 1-> 2-> 4 -> - 1.
Acum pentru unele pozitii tintd, spuneti lungimea
celei mai scurte secvente de instructiuni pentru a
ajunge acolo.

3 Rezultat egal cu 2
Secventa este ”“AA”
Deocarece pozitia dvs.
merge de la 0-> 1-> 3.

6 Rezultat egal cu 5
Secventa este ”“"AAARA”
Deoarece pozitia dvs.
merge de la 0-> 1-> 3->
7-> 7-> 6.

Problema 5

input Output

Exista N gramezi de pietre dispuse la rdnd.
Mormanul i are pietre[i] pietre. O miscare consta in
contopirea exacta a K gramezi de pietre consecutive
intr-o singurd gramadd, iar costul acestei miscari
este egal cu numdarul total de pietre din aceSte
gramezi de pietre K. Gasiti costul minim pentru a
imbina toate gramezile de pietre intr-o Singura
gramada. Daca este imposibil, afisati valoarea -1.
Nota:

e 1<=i<=30

e 2<=K<=30

e 1 <=pietre [i] <= 100

3241 20

=2 Avem: {3,2} si {5,4,1},
deci obtinem {5,5}=10,
astfel avem 20

3521 25

6 Avem: {5,1,2} si

k=3 {3,8,6}, deci
{3,8,6}=17, astfel avem
25

Problema 6

input output

Fiind data o pizza dreptunghiulara reprezentata ca
matrice cu R x C care Contine urmdtoarele caractere:
,B” (branza) si ,,.” (celuld goald) si fiind dat
numarul intreq k. Trebuie sa taiati pizza in k bucadti
folosind k-1 tdieturi. Pentru fiecare tdieturd alegeti
directia: verticala sau orizontald, apoi alegeti o
pozitie de taiere la limita celulei si tdiati pizza in
doua bucati. Daca taiati pizza vertical, dati partea
stdngd a pizza unei persoane. Daca tdiati pizza
Orizontal, dati partea superioara din pizza unei
persoane. Da ultima bucatda de pizza ultimei
persoane. Intoarceti numdrul de moduri de a tdia
pizza astfel incdt fiecare bucata sa contind cel putin 0
bucatd de branza. Deoarece rdaspunsul poate fi un
numdr urias, afisati acest rezultat ca modul 10° + 7.

{"B.."”, Rezultat egal cu 3
IIBBBII,
II. . .Il}
k=3
{/IB. ./I’
/IBB./I’
II. . .Il}

=3

” ”
{"B..",
IIB ”

14
” ” }

=1

Rezultat egal cu 1l

Rezultat egal cu 1l
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MATERIALE DIDACTICE DIGITALE ELABORATE

calameo

1 | Analiza algoritmilor https://www.calameo.com/read/005335614d76a984a89fd
2 | Metoda recursiva https://www.calameo.com/read/00533561404f22b08b90e
3 | Metoda trierii https://www.calameo.com/read/0053356148a6555e0d03a
4 | Metoda backtracking https://www.calameo.com/read/0053356144b61c809ab33
5 | Metoda divide et impera https://www.calameo.com/read/005335614a0594aa97420
6 | Tehnici de sortare https://www.calameo.com/read/005335614642913092d98
7 | Tehnica greedy https://www.calameo.com/read/0053356147112ba317e29
8 | Metoda programarii dinamice | https://www.calameo.com/read/0053356140ef5a3149129
1 | Metoda recursiva testmoz.com/2556773
2 | Metoda trierii testmoz.com/2556793
3 | Metoda backtracking testmoz.com/2556817
4 | Metoda divide et impera testmoz.com/2556823
5 | Tehnica greedy testmoz.com/2556827
6 | Metoda programarii dinamice | testmoz.com/2556833

h Google Sites

1 | Programarea structurata in limbajul C++
(lectii de teorie, lectii de laborator, sarcini individuale)

2 | Programarea procedurald in limbajul C++
(lectii de teorie, lectii de laborator, sarcini individuale)

3 | Programarea calculatorului in limbajul C++
(lectii de teorie, lectii de laborator, sarcini individuale)

4 | Utilizarea tehnicilor clasice de programare in limbajul C++ (curs optional)
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MULTUMIRE

Acum cand am ajuns la etapa finala de editare a acestei lucrari pe care mi-am propus-o inca
din luna septembrie 2019, as dori sa aduc multumiri tuturor persoanelor care au contribuit cu
bunatate, imaginatie, incurajare si multd dedicare la realizarea acestei lucrari.

As dori sa mentionez unele persoane care au avut o contributie deosebita in a ma ajuta
sa realizez aceasta lucrare: DI Liubomir Chiriac (dr. hab. prof. univ., UST), Dna Irina
Pasecinic (profesoara la discipline de informatica, grad didactic I, IP CEITI), DI loan Jeleascov
(arhitector de soft la "StoneHard" din Marea Britanie, de asemenea activeaza in calitate de profesor
la discipline de informatica, IP CEITI) si Dna Olga Cerbu (dr. conf. univ., USM)

Stimati colegi,

E o0 placere reala pentru mine sa va transmit cele mai sincere multumiri pentru
disponibilitatea dumneavoastra. Doresc sa stiti cdt de mult apreciez remarcabilele
Dumneavoastra. sfaturi pe care le-afi acordat. Sunt mdndru sa am printre colegi oameni ca
Dumneavoastra si tin mult la calitdtile deosebite cu care v-afi afirmat in preajma mea. Vreau
sa va spun cat sunt de mdndru sa va am in echipa mea. As vrea sa va urez mult succes in
activitatea profesionala si fie ca Dumneavoastra si familia Dumneavoastrd sa va bucurati de mulfi
ani de viata fara umbre si regrete. Aceastd zi este un prilej de mandrie pentru mine, dar si pentru
voi, cei care V-atfi implicat cu multa dragoste si intelegere. Consideratiile mele fata de
profesionalismul Domniei Voastre nu pot fi estimate. Va doresc ca discipolii Dumneavoastra sa fie
demni de marii pedagogi. Sa va insoteasca mereu tot ce e mai bun pe lume: sandtatea,
intelepciunea, dragostea si visele implinite. Fie-va alaturi mereu copiii, prietenii, norocul si
amintirile frumoase.
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